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1 Introducao

Estas notas de calculo vetorial foram feitas no espirito das notas que Feynman
fazia para si mesmo, quando jovem, e que intitulava ... for the practical man.
Escreveu, por exemplo, Calculus for the practical man, que pretendia conter
aquilo, do Calculo Diferencial e Integral, que servia para o uso quotidiano
do homem prdtico, ou seja, que queria ver as coisas feitas. O Feynman era
o Feynman, e eu sou eu, mas, paciéncia: espero que sejam uteis para quem,
ainda que momentaneamente, precisa do calculo vetorial para fins praticos:
fazer uma conta!

Nao procure aqui profundidade, ou demonstragoes novas (ou velhas!):
oferecemos aqui um algoritmo que tornara o calculo de expressoes que en-
volvam div, rot, etc, uma trivialidade. Na tltima secao eu comento como se
faz cdlculo vetorial quando o objetivo nao é s6 calcular.

2 Notacao e preliminares

Um vetor serd sempre representado por suas componentes cartesianas. O
vetor V', de componentes V;, sera apresentado assim: “o vetor V;”, sem maiores
comentarios. As seguintes relagoes sao 6bvias:

V+W) = Vi+ W, (1)
@V), = aV; (2)

onde o é um numero. Note que o indice ¢ pode assumir os valores 1,2 e 3.
Todos os indices que aparecerao aqui assumirao esses valores.



O produto escalar de dois vetores Ve W, denotado por V.W é escrito

VW =S VW, (3)

=1

No entanto, o simbolo de soma, ), é redundante. Vamos elimina-lo, es-
crevendo o produto escalar assim:

VW = VW, (4)

A regra é que, quando os indices sdo repetidos (como o i nessa expressao) é
sempre feita uma soma para o indice indo de 1 até 3.
Exemplos:

(1) ;
S VVi=ViVi=VVi+ VWV + Ve = V24 V24 V2=|V]2  (5)
=1

(2)

3 3

Z ViWU; M = ViW,U; My = (ViW+VaWo+VaWs) (Ur My +Us My+Us M)
15=1

L (6)

=(V.W)(U.M) (7)

(3) O simbolo 6;;, denominado delta de Kronecker é definido assim:d;; =

02 = 033 = 1. Para todas as outras possibilidades, d;; = 0. Assim, d1o = 0.
Considere a soma

1

04 Vi = 0a Vi + 0Vo + 633V (8)

Para 7 = 1, o lnico termo que nao se anula é 6;;V; = V4. Mas o nimero 1
nao tem nada de especial, logo, devemos ter que

0ijVi=Vi 9)

Note que
0ii =011 + 02+ 033 =1+1+1=3 (10)

pois o indice 7, repetido, indica a soma.



3 O simbolo ¢

O simbolo €;;; é a chave deste método. Vamos defini-lo:

€193 — 1 (11)
€33 = —1

€123 — €312 = €231

€132 = €213 = €321

€3 = 0

Em palavras, quando houver indices repetidos em ¢;;;, seu valor é zero. Os
demais casos estao descritos na tabela acima. Note-se que €;x0;; = 0 (por
que?).

Uma maneira mais elegante de descrever as propriedades de €;;;, ¢ a seguinte: considere
todas as permutagdes dos nimeros 1,2,3. Por exemplo, (123), (231), (312),...Tomemos a
particular permutacéo (123). Diz-se que uma permutagio é par em relagéo a (123) se, para
obté-la a partir de (123) é necessdrio um nimero par de trocas de indices. A permutagio
(213) ndo é par, pois é obtida de (123) pela troca de um par de indices: (12) — (21). Ela é
dita #mpar em relacdo a (123). Pois bem, €;;; € €mn sejam tais que i # j # kel #m # n.
€ijk terd o mesmo sinal de €y, se (Imn) for uma permutacéo par em relagio a (ijk). Em
particular,

€ijk = —€jik (12)

4 O produto vetorial

O produto vetorial de 1% por W, denotado por V x W é escrito assim:

Como um vetor é, nessas notas, expresso por suas componentes, o produto
vetorial, que é um vetor, é definido expressando-se sua componente genérica
em termos das componentes dos fatores V e W. Recomendo ao leitor que
verifique esta definicao fazendo o calculo explicito das componentes.



O produto vetorial é normalmente apresentado em termos de um determinante simbdlico:

VxW=| VvV, V, V. (14)
W, W, W,
cujo significado é
VX W =i(V,2W, = W,V.) +] (Wo Ve = W, V,) + k& (Vu W, — V,W,) (15)

Da eq.(13) temos, por exemplo,
VxW),=(VxW), = €1k ViWi = €123VaW3 + €132VaWo =V, W, =V, W,  (16)

em acordo com a expressdo acima. O leitor deve realizar este cdlculo em detalhe, mostrando
que a soma em j e k se reduz, efetivamente, aos dois termos presentes na eq.(16).

5 Teorema importantissimo

Nesta secao apresentamos a nossa férmula méagica, com a qual serao realiza-
dos pequenos milagres. Ela é:

€ijk€ilm = jl(skm - 5jm5llc (17)

Nao apresentaremos nenhuma demonstracao desta formula. Nao é o espirito
destas notas. A idéia é decord-la: ajuda muito o fato de que ela tem uma
estrutura muito simples. Ao leitor desconfiado recomendo uma dessas duas
coisas: verificar a férmula, caso a caso (é factivel!), ou consultar a ref.[1], de
Sir Jeffreys e Lady Jeffreys (estd a pagina 73). (Se estiver cheio de vontade,
leia o livro todo, que é muito bom!).

5.1 Aplicagoes

A primeira aplicagdo do teorema importantissimo (eq.(17)) é o cdlculo do
duplo produto vetorial, V' x (W x U). Temos:

—

(V x (W x 17))2, = i V;(W x Uy (18)

Por outro lado, o
(W X U)k = 6lclmVVlUvm (19)



de modo que . o
(V x (W x0)). = eijsVieumWilUn (20)

i
Nesta tltima equagao temos a combinacao €;;x€xim, que é a mesma coisa que
€kij€kim- Pelo teorema importantissimo,

€kij€kim = 0it0jm — Oim0ji (21)

Levando este resultado a eq.(20), temos

— —

(V X (W X U)) (5i16jm - 6zm6ﬂ)‘/;VVlUm (22)

= WiViU; — U;V; W,

i

ou seja, finalmente,
Vx (WxU)=(V.OW- VWU (23)

Para a segunda aplicagdo vamos introduzir o “vetor” V, cujas compo-
nentes sao dadas por
- 0
(V)i =
8.@,‘
onde z; representa, claramente, a ¢-ésima coordenada cartesiana i = 1,2, 3.
Usaremos também uma abreviacao mais drastica:

(24)

(V)i =0, (25)

Com isto podemos introduzir o divergente de um campo vetorial. Sejam
Vi(z,y, z) as componentes cartesianas de um campo vetorial. O campo es-
calar div V' é descrito por

divV =V.V =8,V (26)

Um desafio mais interessante é o tratamento do operador rot. O rotacional
do campo vetorial V' é em geral apresentado em termos de suas coordenadas
cartesianas, dadas pelo determinante simbdlico:

rot V= (27)

o Sl =u
]
S ¥



que significa

p (Ve OV (OVe OVi) o(0V, OVu
rotV-z(ay 8z>+j<az 8$>+k<8x 8y> (28)

Para a nossa notacao é 1util lembrar que rot V =V x V. Por isso,
(V xV); = €10, Vi (29)
Como mais uma aplicacao simples, vamos mostrar que rot grad = 0.

0 of o*f

(V % f) Cigh 8$j &rk ejkaxj(?xk

(30)
Para mostrar que isto é zero, vamos recorrer a outro resultado importante.
Seja A;; tal que A;; = —Aj;, e S;; tal que S;; = Sji. Dizemos que S é
simétrica, e que A é antissimétrica. Vamos mostrar que

(Note que um caso particular desta relacdo é que €;0;; = 0, pois d;; = dj;
enquanto €y = —ejik). A prova é esta:
SijAij = —5SijAji (32)

pela antissimetria de A. Agora, mudamos os nomes dos indices: aquele que
era denotado por 7 passa a ser denotado por j, e vice-versa. A expressao
anterior entao fica, repetindo-a desde o comeco:

Siinj = _SijAji = —S]ZA” = —SZ]AZ] (33)
onde, na ultima igualdade, usamos a simetria de S. Comparando os dois
extremos, vemos que temos uma expressao X = —X, cuja tnica solucao é 0.
Logo,

Um ponto que em geral causa perplexidade é a “mudanca de nome” dos indices. Isto
é uma coisa muito simples, se se restaura, por um momento o simbolo de somatério:

Si=)Y_5; (35)

i=1 j=1

(e}



ou seja, a letra que designa a soma é arbitraria. Podemos trocéd-la a vontade. Por isso,
SijAij = SjiAji = SimAim.

Voltando & eq.(30), temos
0% f

€ijk m =0 (36)

pois se aprende no Cdlculo Diferencial e Integral que a derivada mista nao
depende da ordem de derivacao, ou seja, por exemplo,

of  9f
oxdy  Oydx (37)
Logo, a eq.(30) nos diz que
rot grad f =0 (38)

qualquer que seja f.

6 Aplicacoes “peso-pesado”

Aqui veremos resultados que sao dificeis, ou muito trabalhosos, de obter por
outros métodos. Em primeiro lugar, vamos mostrar (como aquecimento) que
div rot = 0.

div rot ‘7 = 6(6 X ‘7) = 81(6 X ‘7)1 = aieijkaij = eijkaiaij (39)

Ora,
eijk@-@j =0 (40)

pois € ¢ antissimétrico pela troca de indices (i), e 0;0; = 0,0;. Segue que
div rot V =0 (41)
qualquer que seja V.

Seja £ um campo vetorial. Por exemplo, o campo elétrico. Na teoria de
Maxwell precisamos calcular rot rot E. Com o nosso método, isso é simples:



(Vx(VxE)) = ed;(rot E) (42)
= €k0j€imO Em
= €k€kim0;0 Em
= GkijéklmajazEm
= (6it0jm — 0im61j)0;0,Ep,
Ondi By — 0,0, E;

Resta interpretar o resultado. A tltima linha pode ser escrita:

0i0m Ern, — 0,0,E; = 81(6177') — §2Ez- = (grad div E — 62E’) (43)

Logo, . L L
V x (V x E) = grad div E — V*E (44)

Outra relagao de grande importancia na eletrodinamica é envolve o calculo
de div(E x B).

div(E x B) = 8ie;jB;By = €iji(0:E;) By + eiju E;(0,By)  (45)
= ByeijOiEj — Eje€jir0; By
= By(rot E)y — E;(rot B);
= BrotE—E.rot B

Finalmente, vamos ao nosso tour de force: calcularﬁ.(/f.é).

(V(4.B)), = 8i(4;B;) = (8:4;) B; + A;(8:B;) (46)

= (0;A; — 0;A;) Bj + (0;A;) B + Aj(0;B; — 0;B;) + A;0; B;

Temos, preliminarmente, que

(8;A)B; = B;8;A; = (B.V)A; (47)
(4;0)B; = (AV)B (48)

de maneira que, também preliminarmente,
V(AB) = (BV)A+ (AV)B + ... (49)
Para calcular os termos adicionais, notemos que

0;A; — 0;A; = €rijermO A (50)

8



como o leitor, a esta altura, podera facilmente verificar. Logo,

-,

(@AJ - GJA,)BJ == BijijEklmalAm == Bjﬁkij(TOt A)k (51)
= GijkBj(T'OtA’)k = (é X rot A’),
Analogamente, . .
AJ((?@B] - a]BZ) = (A X 10t B)z (52)

Juntando estes termos a eq.(49), temos

—

V(A.B) = (BV)A+ (AV)B+ (B xrot A)+ (Axrot B)  (53)

7 Comentarios

Como alertamos, tratamos aqui do calculo vetorial for the practical man.
Para um estudo completo do calculo vetorial é preciso aborda-lo sob forma
geométrica. Um texto recente de muito boa qualidade é o Marsden, Tromba
[2]; muito elegante e profundo é o texto de Hermann Weyl, contido no seu tra-
balho sobre projecao ortogonal. Modernamente se costuma refazer o calculo
vetorial na linguagem das formas diferenciais exteriores, que dao o contexto
natural, sobretudo para os teoremas integrais, do tipo Gauss-Ostrogradskii
e Stokes. Para isso recomendo Bishop-Goldberg [3]. Um livro recente de
Janich [4] parece ser muito bom (s6 o folheei, porém).
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