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1 Introducao

O fato de que a resisténcia elétrica de um metal decresce com a temperatura
é conhecido hd muito tempo. Logo apds a liquefacdo do hélio, em 1908, Kam-
merlingh Onnes decidiu estudar a variacdo da resisténcia na regido das novas
temperaturas disponiveis, abaixo de 4,2K. Trés comportamentos eram admi-
tidos como possiveis, dado o estado rudimentar das teorias da condutividade
entdo existentes. Correspondem, na figura, aos comportamentos a, b e c.

Resisténcia

4,2K Temperatura

O comportamento a ocorreria se a resisténcia fosse inteiramente devida a ob-
strucdo das trajetérias dos elétrons pelas vibracoes térmicas — a cessagdo dessas
a temperatura zero faria cessar a resisténcia. O comportamento b era esperado
no caso em que impurezas e imperfei¢cdes fossem importantes, enquanto que o



comportamento ¢ ocorreria se houvesse uma diminui¢cdo do nimero de elétrons
de conducdo devida a algum mecanismo de condensacio .

As experiéncias de Onnes revelaram resultados surpreendentes. Em suas
palavras,
Eu estava inclinado a apoiar a idéia de Dewar, de que a resisténcia tenderia a se anular no zero
absoluto, quando as experiéncias com hélio liqliido trouxeram uma revelagdo . A resisténcia
da platina de alta pureza tornou-se constante, ao invés de passar por um minimo ou de tender
a se anular no zero absoluto.
O valor da resisténcia limite, além disso, dependia muito fortemente das im-
purezas, e isto levou Onnes a realizar experiéncias com o metal que se podia
obter com maxima pureza: o mercurio.
Com esta bela perspectiva diante de mim, ndo havia dificuldades que me pudessem desani-
mar. Elas foram superadas e o resultado das experiéncias foi tdo convincente quanto podia
ser esperado. Nao restou duvida sobre a existéncia de um novo estado do merciirio, no qual
a sua resisténcia tinha praticamente desaparecido. ..o mercirio tinha passado a um novo es-
tado, que, por causa de suas extraordindrias propriedades elétricas, pode ser chamado de
estado supercondutor.
A figura abaixo sumariza os resultados de Kammerlingh Onnes.
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Posteriormente Onnes verificou que o problema nfo era intrinsecamente lig-
ado as impurezas, uma vez que elas ndo inibiam a propriedade do mercirio
de se tornar supercondutor. Assim, a platina e o mercirio pareciam ter al-
guma diferenca fundamental, que se revelava através do fato de um se tornar
supercondutor e o outro nao.



Dados experimentais sobre supercondutores

T.(K) H.Gauss)

Al 1.2 99
Pb 7.2 803
Hg 4.2 413

Niobio 9.3 (Tipo 2)

2 Influéncia do campo magnético externo

Aplicando-se, sobre um longo fio supercondutor, um campo magnético externo,
a resisténcia do fio reaparece subitamente quando o campo atinge um valor bem
definido, que depende da temperatura e é caracteristico do particular metal
considerado. E conhecido como campo critico.

3 Primeiras teorias

3.1 Teoria de Becker, Sauter

Segundo esta teoria, um supercondutor é um condutor 6hmico de resistividade
nula, ou, de condutividade infinita. Condutores 6hmicos satisfazem a equacio
constitutiva

- —

j=ok (1)

o que implica numa poténcia dissipativa EE Os supercondutores ndo apresen-
tam dissipacdo , logo, dentro deles, segundo esta teoria,

E=0 (2)
o que é também consistente com a condutividade infinita e corrente finita na

equagao (1).
Pela equagao de Maxwell
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temos, entdo, que, dentro do condutor,
0B
— =0 4
5 (4)

Seja By o valor do campo magnético dentro do condutor no instante em que
este perdeu a resisténcia. Entao,

B=58, (5)
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enquanto o material for supercondutor.

Vamos supor sempre que o supercondutor tenha y = 1, o que é bem verificado experi-

mentalmente.

Entdo B = H = EO = ﬁo Este resultado mostra que, quando o material se
torna supercondutor, o campo magnético em seu interior é “congelado” no valor
By. Alterando-se o campo magnético externo (sem atingir o campo critico),
aparecerdo entdo correntes superficiais que impedirdo que o campo no interior

se altere. Note-se que, como

j= E rotM (6)
47
temos também que, em qualquer instante,
J=1Jo (7)
com c
Jo = ——rot Hy (8)
47

Se correntes externas forem introduzidas no condutor perfeito, elas fluirdo como
correntes superficiais, deixando a distribui¢cdo volumétrica inalterada.
O célculo das correntes superficiais é bastante simples. A equagdo de Maxwell

relevante é .
-~ 47> 1 9D

tH = — - 9
"o c It ¢ partialt ©)

No caso estatico temos 4
rotl = 2§ (10)

c

A verséo integral dessa equagio é
P ¥
Hdl = i (11)
c
onde i é a corrente que atravessa o contorno orientado como na figura.
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Corte do condutor. A normal N é
perpendicular ao papel, saindo dele.



Aplicada ao contorno da figura, e fazendo os lados paralelos a superficie ten-
derem um ao outro (e & superficie), tem-se

(Ho)iAl = (H.):Al = = 5.NAI (12)

onde § é a densidade superficial de corrente. A maneira mais geral de se escrever
esta expressao é
7= ix (ﬁ - ﬁo) (13)
4
onde 77 é a normal externa & superficie do condutor.
No caso em que ndo hi correntes externas, as linhas de g sdo fechadas, e
aparece um momento magnético no condutor, devido a elas. Para o caso de
um condutor cilindrico longo em um campo uniforme ﬁe paralelo ao eixo do

cilindro,

m =980y (14)
C

onde m é o momento de dipolo de um trecho Al do cilindro. O momento de
dipolo por unidade de volume é a magnetizacao , que é, entdo, dada por

9

M o= 7 (15)
H, — H,
M o= |0 1
i (16)
ou, em forma vetorial,
. 1 /=~ =
M= (H - HO) (17)

3.1.1 Histerese no modelo de Becker-Sauter

Um fio cilindrico longo é tornado supercondutor na auséncia de qualquer campo
magnético, de maneira que Hy =o0. Aplicando-se entdo um campo externo He,
aparecerd uma magnetizacio dada por

" H,
M=-== (18)
47
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A medida que H, cresce, a varidvel do eixo das ordenadas varia de 0, pas-
sando por valores (H./H.), até 1, quando o campo externo atinge o campo
critico, em que o fenémeno da supercindutividade desaparece. A varidvel do
eixo das ordenadas é (H./H.), logo a curva é uma reta y = z, até que se atinge
o ponto B. Ali a magnetizacido desaparece, e se tem a passagem abrupta de B
para C. Se, agora, o campo magnético externo é reduzido de novo, o material se
torna supercondutor com um campo externo H, = H.. Logo, o campo interno é
B = H.. Se se continua a diminuir o campo externo, tem-se uma magnetizagao

M=~ (H. ~ H) (19)

e, quando H, se anula, permanece uma magnetizagdo congelada

H,

" 4

(20)

H3&, portanto, duas previsoes importantes:
(1)Uma magnetizagdo “congelada” M = f;.
(2)Uma energia dissipada, correspondente & dissipagéo das correntes superficiais
quando se chega a B. A energia dissipada é proporcional & area da curva de
histerese.

Uma figura mais familiar de histerese é a que mostra a variacdo de B com
H,, para o mesmo cilindro longo. Tem-se




e

A 1 H.
H.

Em A, o condutor é resfriado até se tornar supercondutor, na auséncia de
campo externo. Aumentando-str H,, B = By = 0, até que se atinge o valor
H, = H., quando o material deixa de ser supercondutor. Aumentando-se mais
o campo externo chega-se a B = H,. Se, agora, diminui-se o valor de H, até
atingir de novo H., e depois se continua a diminuir, o valor de B continua sendo
H,.

3.2 Propriedades magnéticas reais de um supercondutor

Até 1933 essas predigdes sobre o comportamento magnético de um condutor
perfeito eram supostas verdadeiras para um supercondutor, e isto parecia tao
6bvio que ninguém pensou em testéd-las. Foram Meissner e Ochsenfeld, em 1933,
0s primeiros a mostrar que algumas das previsées para condutores perfeitos nao
se verificavam para supercondutores reais, descobrindo que, para um supercon-
dutor puro, a distribuicdo do campo magnético correspondia sempre a campo
nulo no interior do supercondutor. Isto é, dentro do supercondutor,

B=0 (21)

em lugar de B= EO, independentemente das condicées iniciais. Este resultado
é conhecido como efeito Meissner. A luz dessa descoberta experimental, vamos
ver como se passa, na realidade, a criacdo de magnetizacdo em um condutor
cilindrico longo, quando o campo externo varia.

O condutor é resfriado na auséncia de qualquer campo externo. Pelo efeito
Meissner, B = 0. Aumentando-se o campo externo até o valor critico H,, tem-
se 0 mesmo comportamento do caso do condutor perfeito (uma vez que, neste
caso, Eo =0).

Na Figura abaixo representa-se o que acontece com o supercondutor.



A 1 H.
H.

Ao atingir-se o valor H, = H, (ponto B) o material deixa de ser supercon-
dutor. O campo interno torna-se igual ao externo e a magnetizacao se anula.
Tornando-se a diminuir H,, o material volta a ser supercondutor, B volta a ser
zero, e a magnetizacdo volta a ser M = —£= e se torna zero quando H, se

A7
anula. Nao h4 efeito de histerese.

3.2.1 Demonstragao experimental do efeito Meissner

Supercondutor

A temperatura normal, liga-se um campo magnético H, paralelo ao eixo
docilindro. Uma corrente é induzida na bobina, e u galvanémetro balistico
mede o fluxo magnético total. Diminui-se agora lentamente a temperatura. No
momento em que o material se torna supercondutor, o galvandémetro balistico
registra o mesmo fluxo, com sentido oposto.

3.2.2 Experiéncia do ima flutuante

+ -

Supercondutor



A figura acima mostra um supercondutor de superficie plana e, perto dele, um
imé. Vamos ver que o fato de que o campo no interior do supercondutor tem de
ser nulo, cria uma forga de repulsio entre o {ma e o supercondutor que é capaz
de levitar o ima. A demonstracio é facil de obter usando técnicas de potencial.

O que acontece com um polo magnético posto diante de um plano supercon-
dutor? Fora do plano e do ponto onde estd o polo, temos as equagoes

divB = 0 (22)
rotB = 0 (23)
A primeira, que é valida sempre (1nclu51ve na superficie) garante a continuidade
da componente normal de B. Como B = 0 dentro do condutor, a componente
normal de B no plano é nula. Entdo, resolvemos o problema assim:
rotB = 0 B=-V¢
divB = 0= V=

—~ o~
[NCR V]
(LS

Isto é, trata-se de um problema de potencial. A condi¢do de contorno é que % =

0 na superficie do supercondutor. O problema estd completamente determinado
e a solucdo é tUnica. Vamos mostrar que ela pode ser obtida pelo método das
imagens.

(z,y)
Q d d Q

A superposicio das duas “cargas” da figura satisfaz as condi¢Ges do problema.

Q Q_ Q Q
YW=ty V@ —d)? +y? i Vi +d)?+y? (26)




E 6bvio que o(z,y) satisfaz a equagdo de Laplace. Sua derivada

% __ z—d r+d
Or Q(Km—dV+yﬂ%+Kw+dP+yﬂ%> @7

deve se anular em z = 0 (componente normal do campo!). Logo,

E entdo muito facil prever o comportamento do ima4.

3.3 Teoria de London
3.3.1 Primeira versao (Becker, Heller, Sauter)

Nesta teoria o supercondutor é considerado um condutor perfeito (o = o0).
Neste caso a a¢ao de um campo elétrico sobre um elétron causa uma aceleragao
constante: md = eE e, como j = ned (n é o nimero de elétrons por unidade
de volume), pode-se escrever

E=227 (29)
onde )
9 mc
30
4mne? (30)
Daqui segue, usando-se as equagoes de Maxwell, que
A2 L
rotj + B =0 (31)
Por causa da equagao rotB = 477’;, temos
=5 = _§
Vv? V] (32)
Integrando no tempo segue que
ol =\ BB
V%B-%): = (33)

onde By é independente do tempo. A equacio (32), como veremos a seguir,

conduz a fungoes B que tendem exponencialmente a zero quando se penetra
no condutor perfeito. Contudo, elas ndo levam ao valor B = 0, e devem por
isso ser modificadas. A modificagdo proposta por F. London é a seguinte: um
supercondutor é uma substancia especial para a qual vale a equacao :

A2 L
rotj +B =0 (34)
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Desta obtém-se, imediatamente,

o = é
V?B = ¥ (35)
ou, equivalentemente,
ot
V=g (36)
Vamos examinar rapidamente esta equagao .
B Normal v
x
— Supercondutor
B
O campo considerado tem a direcdo do eixo z, e é tal que
dB,
=0 37
I (37)
A equacdo (35) diz que
d’B
—— =0 38
W (39)
dBd®B 1 _dB d |(dB\®> B2
——— =—_—_B— 5 —|{—] —=1=0 (39)
dy dy?> A2 dy dy dy A2
Logo, o termo entre colchetes é constante,
dB\® B?
=) = _—-K 40
(%) -% (40
Mas K tem de ser zero, pois se sabe que, no amago do supercondutor, B =o.
Logo,
dB\? B2
= - 41
(%) = % )
dB B ¥
_ = + — — B = B R 42
a 5 0e (42)

isto é, B cai exponencialmente a zero, e existe um comprimento de penetragao

da ordem de A
mec2
=/ — 43
A 4mne? (43)

11



3.3.2 Demonstracgao geral de von Laue

A equacgdo

—a2 u

Viu = 2z (44)
é satisfeita por qualquer das componentes do campo vecB. Vamos mostrar de
uma maneira geral que ela (a equagdo !) descreve um amortecimento exponen-

cial de u no interior de um supercondutor. Serd usado o teorema de Green

. . Ov Ou
2 92, ) — v _
/VdV (uV v—vV u) /SdS (uan U@n) (45)
Note-se que, se u e v satisfazem (44), entdo (45) se reduz a
Ov Ou
/;dS (Ua—n - ’Ua—n> =0 (46)

A funcdo v serd escolhida como

_ exp — 5|7 — 7p|

o(F) = (47)

|7 — 7P|

que satisfaz (44) a ndo ser no ponto 7#p. Vamos aplicar (46) na regido interna
ao supercondutor mostrado na figura.

Em torno do ponto P toma-se uma superficie esférica de raio Ry, e outra de raio
R > Ry. A regido considerada é a delimitada pelas duas superficies esféricas,
mostrada em cinza na figura.

Na superficie de raio R,

w _ iexp—%R _ —Lexp—% —exp-£ (48)
on OR R R?
ov 1 1 R
bl [ - 4
(6n)R Gr+m)e? (49)
e, analogamente,
ov 1 1 Ro
(o).~ ()¢ 0



Na regido escolhida o teorema de Green é escrito
1 1 & e % du
0 = dS|-u|l~—=+—=]e > — -
/R [U<AR+R2> "R 9R
o[ asfu(p ) e B
Ro ARy RZ Ry ORg

0 que é a mesma coisa que
1 1 R e Ou

= —(—=+—=]e > ds — ——d 2
0 ()\R+R2)e /RuS 7 R@RS (52)

+ 0(1 i)e_%(l/ ud5+i ﬂdS
ARy  RZ Ro Ry Jg, ORo

No limite em que a esfera de raio Ry tende ao ponto, temos

/ udS — ATR3u(Fp) (53)
Ro
Ou
—dS -0 54
. 90 (54)
Usando as eqs.(53) e (54) em (53), tem-se
. 1 1 _ au
Trocando-se A por —\, obtém-se
dmu(Fp) = / was + & [ P4s (56)
P /\R R2 OR
Multiplicando (55) por e*, (56) por e~ e subtraindo, temos
4mu(Fp)2 sinh E / udS = )\—47TRZ (57)
. (/N
Fp) = 58
u(p) sinh % (58)

Para R # 0, temos (R/’\) < 1. Logo,

u(fp) <@ (59)

Como isto é valido para qualquer esfera centrada em qualquer ponto do super-
condutor, 0os maximos valores de u estdo na superficie, e diminuem exponencial-
mente com o aprofundamento no supercondutor. Note-se que, para condutores
muito pouco espessos, o fendomeno da superconutividade é muito diferente, ja
que o campo magnético nao chega a se anular na espessura do condutor. Isto
abriu uma 4rea de pesquisa, dos supercondutores superficiais.
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3.4 Termodindmica dos materiais magnéticos

Se um pedaco de matéria sofre a agdo de um campo magnético, adquire, em
geral, um momento magnético. O processo envolve energia, e é preciso incluir
esta energia na identidade termodinidmica. O trabalho magnético serd da forma

AW ynag = PdX (60)

e, para determinar essas quantidades, vamos usar o arranjo esbogado na figura

ST

Um solenoide de fio supercondutor é ligado a uma bateria de for¢a eletromotriz
reguldvel. Dentro do solendide hd um pedaco de matéria que serd chamado
de sistema termodindmico (ST). O solendide se separa do ambiente por uma
parede adiabética.

Seja I a corrente que passa no solendide, e M (¥) a magnetizagdo do ST.
Variando I, varia M (7). Supde-se que a funcéio M (7, I) seja univoca de I (est&o
excluidos, assim, os materiais ferromagnéticos).

Na auséncia de ST a corrente produzird um campo f—fe(I ), que é uma fung¢io
determinada de I. Este campo externo pode ser uma funcio da posicdo dentro
do solendide, e depende linearmente de I'. Logo,

— -

=i (61)

onde h = h(F). Aumentando-se a corrente, o campo externo H, aumenta, e
0 momento magnético varia, em resposta. Para isso a bateria deve fornecer

trabalho, e o que procuramos ¢ a relacéo entre o trabalho feito por ela e as
mudancas em H,e M.

1Por que?

14



A poténcia gasta pela bateria é

dWm ag

=71 2
7 14 (62)

onde V é a forca eletromotriz induzida na bobina pelas varia¢des nos fluxos
magnéticos. Provém de dois fatores:

1. Na auséncia do ST, provém da variacdo de H.. Esta parte é, entdo, dada
por

diWinag = d (% / ﬁde) (63)

2.Efeitos devidos & presenca do sistema termodindmico. Suponhamos que, no
ponto 7, exista uma pequena espira de area @ e corrente i, com um momento
magnético, entdo, dado por 7 = **. O campo do solenoide no ponto 7 é

H,(7) = h()I. O fluxo deste campo na espira é
h(7).al (64)
Ora, o fluxo que atravessa a espira é

% = Z'Lil + ILqo (65)

(note que % = IL%, +iLy5) onde Lq; é o coeficiente de autoindugdo e Lqo é
o coeficiente de indi¢do midtua. Logo,

h(7).@
Ly = M- (66)
c
Se a corrente na espira varia, a fem induzida no solenoide é
_ ldgsq . di _ R(F.adi -, di
V=ira ~leg=—"a="g (67)
ou ainda,
12 dm
V= 7 e(i")'ﬁ (68)
e, por conseguinte, para um dipolo,
d2Wnag - dm
= H,.(7).—
o (M-— (69)
Pondo .
m = M(F)dV (70)
tem-se
doWnag / - dM
dVH,— 1
dt v dt (71)



Somando as duas contribuigoes ,
1 o, I
Winay = d (8— / Hgdv) + [avil,aii (72)
73

Pelos nossos resultados gerais, deverfamos esperar o seguinte:

1 N
0Wimag = / dVH.dB (73)
e, como . . .
B=H+4nM , (74)
1 Lo I,
Wmag = 4~ / dVH.dH + / dVH.dM (75)
™
]. e - -
Winag = d(s— / dVH2> + / dVH.dM (76)
Us

onde H agora é o campo magnético real. Mas é claro que H = H., logo, as duas
quantidades coincidem.

4 Transicoes de fase de segunda ordem

Uma transicdo de uma fase com uma determinada simetria para outra fase
com diferente simetria ndo pode se dar continuamente, no sentido de que néo é
possivel que existam estados em que as duas fases se confundam, como acontece
com liquido e vapor. Em cada estado de agregacdo o corpo possui uma ou
outra das simetrias e, por isso, é sempre possivel especificar em que fase ele se
encontra.

A transicio entre diferentes simetrias se d4, usualmente, por saltos, produzindo-
se uma reestruturagao sibita da rede cristalina, acompanhada de uma mudanca
sdibita no estado de agregacgado do corpo. Pode haver, ndo obstante, um outro tipo
de transicio entre simetrias diferentes em que as propriedades do corpo variam
continuamente (embora a simetria varie descontinuamente). S&o as chamadas
transicoes de fase de segunda ordem. Para exemplificar, recorreremos inicial-
mente a um exemplo imagindrio.

Imagine-se um corpo que, a baixas temperaturas, cristalize no sistema tetrag-
onal, isto é, tenha uma célula cristalina em forma de paralelepipedo retangular
de base quadrada, com a altura ¢ diferente da aresta da base a. Suponhamos que
c seja ligeiramente maior do que a, e que os coeficientes de dilatagdo sejam tais,
a baixas temperaturas, que as arestas da base se dilatem mais do que a aresta
¢. A uma determinada temperatura, a se tornard igual a ¢. Suponhamos que,
a partir dessa temperatura, os coeficientes de dilatacdo passem a ser iguais.
Entao, aquela temperatura, a simetria cristalina passa a ser cibica. Como a
modificacdo das posi¢cdes dos dtomos é continua, muitas das propriedades do
corpo variardo continuamente: volume, energia interna, entropia, etc. Por isso,
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em particular, uma transicdo desse tipo ndo é acompanhada de liberacido de
calor.

Por outro lado, no ponto de transi¢do se produz uma variacdo descontinua
na dependéncia dessas quantidades com a temperatura. Por exemplo, até por
construgdo , o coeficiente de dilatacdo térmica é muito diferente em uma ou
outra fase. Os calores especificos sdo igualmente descontinuos.

Para que seja possivel passar de uma simetria a outra por mudancas continuas
das posicdes dos dtomos, é necessario que uma, das fases possua uma simetria
mais elevada que a outra, isto é, contenha todos os elementos de simetria da
outra fase e mais alguns. Assim, é impossivel uma transi¢cdo de segunda ordem
entre um sistema hexagonal e um cidbico, ou entre um cristal qualquer e um
liquido.

Para caracterizar quantitativamente as simetrias (ou a ordem), introduz-se,
seguindo Landau, o parametro de ordem 7, definindo-o de maneira que seja zero
na fase mais simétrica, e diferente de zero na fase menos simétrica. A fase menos
simétrica serd chamada, por brevidade, de fase assimétrica.

Exemplo: o cristal de titanato de bdrio (BaT'i03). A temperaturas superiores a 120°C o
cristal é cibico. Quando se abaixa a temperatura pos dtomos de 7% e O deslocam-se ao
longo de uma das arestas do cubo, e a célula cristalina se transforma em um paralelepipedo,
isto é, a simetria vira tetragonal. Neste caso o pardmetro de ordem pode ser o tamanho do
deslocamento. Na fase cibica, mais simétrica, n = 0. Na fase tetragonal, n # 0.

As transi¢oes de fase de segunda ordem ndo ocorrem apenas nos cristais.
Transformacoes entre fases que se distinguem po simetrias de outro tipo podem
também ser de segunda ordem: assim, o ferromagnetismo; a passagem de um
metal ao estado supercondutor; a passagem do hélio ao estado superfluido.

Examinemos o comportamento dos potenciais termodindmicos nas transi¢oes
de fase de primeira e segunda ordem, em particular o da energia livre de Gibbs
(ou, potencial termodinamico tout court. Em transi¢oes de primeira ordem,
o ponto de transi¢cdo ndo é uma singularidade dos potenciais termodinamicos.
Sejam @1 (P,T) e ®2(P,T) os potenciais termodinamicos das fases 1 e 2. Prolon-
gando o potencial 1 além da temperatura de transi¢do (com a mesma pressio ),
h4 ainda uma situacdo de equilibrio (por exemplo, superfusio ) que ¢ um minimo
local, mas ndo global. Logo, os dois potenciais sdo continuos na transicao (e, por-
tanto, iguais na temperatura de transi¢do ). A situagio édiferente nas transigdes
de segunda ordem. Prolongando-se o potencial termodindmico para o outro lado
do ponto de transicio , ele ndo corresponde a nenhum estado de equilibrio. Nao
hd um fendémeno andlogo a superfusio nesse tipo de transi¢does . Deve-se, por-
tanto, esperar que o ponto de transicao de segunda ordem seja uma singularidade
para o potencial termodinamico.
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5 Teoria de Landau

Considerando as grandezas termodinamicas do cristal a um valor dado de n,
podemos pensar o potencial termodindmico como uma funcio de P, T e . Con-
tudo, na funcdo ®(P,T,n), a dltima varidvel desempenha um papel diferente,
pois, dados P e T' de uma maneira arbitraria, 7 é determinada pelo fato de que
deve ter o valor que minimiza o potencial para aqueles valores de P e T. A
continuidade da variacdo do estado durante uma transicido de segunda ordem
se exprime matematicamente pelo fato de que, nas vizinhancas do ponto de
transicdo , 7 assume valores arbitrariamente pequenos. Ali, entdo ,

®(P,T,n) = ® + an + An® + B + On* + ... (77)
Sendo os coeficientes a, A, B, C... funcdes de P e T.

Teorema 1: se os estados com n = 0 e n # 0 se distinguem pela simetria,
entdo o = 0. A demonstracio deste teorema é muito longa para estas notas2.

Teorema 2: no ponto de transigdo , A(P,T) = A.(P,T) = 0.
Demonstragao :a) Na fase simétrica, n = 0 deve corresponder a um minimo de ®.

Logo, devemos ter Z—f}’h:o =0e (ffo) > 0 Esta tdltima condicdo é
n=0
@
—— =2A>0 (78)
dn =0

b) Na fase ndo simétrica, 7 # 0 deve corresponder a um minimo de @, isto é, para
cada par (P,T) deve haver um minimo de ® em um ponto diferente de zero. Para que
isto ocorra, ® deve ter o aspecto da figura, que é o que se obtém tomando A < 0 e
supondo que as demais contribuicGes sejam, no global, positivas. De fato,

i)Suponha B # 0. Entdo , devemos ter

]
g—n = 24n+3Bn’ +4Cn® = 24+ 3Bn*> =0 (79)
o _ 24 + 6By + 1207 = 2A + 6By > 0 (80)
Oeta? n n n

para n > 0.
Da primeira, n = —(24/3B). Levando & segunda, —2A4 >0~ A < 0.
ii)Se B = 0,

0 A

— & 24n+4CnP~ ' = - 81
an n+4Cn" ~ 1 20 (81)
0°% 5
7 x 24A+4+12Cnp°" ~ —4A >0 (82)
Entdo , como A > 0 de um lado do ponto de transicdo e A < 0 do outro,
Ac(P,T)=0 (83)

2Veja a ref.[1], §144
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Teorema 3:

B.(P,T) = 0 (84)
C.(P,T) > 0 (85)
Pois entdo , no ponto de transicio ,
® = ® + Ber® + Cen* (86)
Para que haja minimo para 1 = 0 é preciso que
G =3B+ 4P, (87)

mude de sinal ao passar por n = 0. Para isso, B, = 0. E 6bvio que o minimo
implica C;, > 0. Por continuidade, C' é positivo também nas vizinhancas do
ponto de transicdo . Ha duas situagdes possiveis:
1)B(P,T) = 0. (B é identicamente nulo). A condi¢do que determina o ponto
de transicao é, entao ,

APT)=0 (88)

e se tem uma linha de pontos de transi¢do no plano P,T.
2) B n#o é identicamente nulo. H4 entdo duas equagdes

B(P,T)=0 (89)

A(P,T) =0 (90)

Os pontos de transicio sao isolados.
Usaremos o nome de transi¢des de segunda ordem apenas para o caso 1).
Logo, estaremos sempre supondo B = 0. A forma geral para ® é, entdo ,

(P, T,n) = ®(P,T) + A(P,T)n* + C(P,T)n* +... (91)
sendo C >0e
A > 0 na fase simetrica (92)
A < 0 na fase assimetrica (93)
AP, T) = 0 determina os pontos de transicao (94)

Fixando-se a pressdao , examinemos ® do ponto de vista da temperatura.
Nas vizinhancas do ponto de transicdo 7., temos

A(T) =a(T -T.) (95)
Para C, usaremos

C(T) = C(T,) (96)
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Para determinar 1 em funcio da temperatura, poe-se

0P .
— =2n(A+2C0n*) =0 97
5y = (A -+207) (97)
que da
n = 0 (98)
A a
2 _ _Aa _ 8 s
Note-se que
9% o4 + 12Cn? (100)
on? K
Para n? = —(A4/2C), temos
9% _ 44 (101)
on?
Para que isto seja um minimo, A < 0. Isto é, n?> = —(A4/2C) é um estado de

equilibrio na fase em que A < 0 (nfo simétrica). Inversamente, para eta = 0,

9%®
6—772 (102)
mostrando que n = 0 é um estado de equilibrio para a fase na qual A > 0
(simétrica). A solu¢io eta = 0 na fase néo -simétrica é um méximo do potencial
termodindmico!

Para calcular a entropia usamos

o 0P oo on
(), ), ().
oT ) p oT P on PT oT
e, pela condi¢do de minimo, % =0, logo,
o
=—| = 104
5 (6T>P,17 ( 0 )
_ 0®¢ ,0A 4
S = - T —-n T + O(n") (105)
_ 0A ,

Esta expressao é vilida nas vizinhancas do ponto de transi¢ao . Na fase simétrica,
n =0 e entdo S = Sp. Na fase ndo -simétrica, n?> = —(A4/2C). Logo,

A 04
S = S(] + %6—7, (107)
2
a
S = Sot g5 (T-T) (108)
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Resumindo,

So para T >T, (109)

S = Sy para T=T, (110)
2

So + ;—C (T—T.) para T <T, (111)

logo, a entropia é continua na transigao .
De (111) se pode determinar facilmente o calor espec
i fico a pressdo constante

S
Cp=T (6_T>P (112)
obtendo

Cpo para T >T, (113)

a?T.,
Cp, = Cp+ S0 Para T=T, (114)

a’T
Cpo + S0 Para T<T, (115)

sendo Cpo =T (%22) -

O calor especifico é entdo descontinuo na transi¢do . Uma informagdo im-
portante é que, como C' > 0, no ponto de transigdo se tem Cp > Cpo, isto é, o
calor especifico aumenta na passagem da fase simétrica para a ndo-simétrica.

Outros saltos podem ser obtidos das relagoes AV = 0 e AS = 0 da forma
seguinte: a curva de transi¢do , dada por A(P,T) = 0, tem uma equagdo P =
P(T). Derivando a equagdo AV = 0 ao longo da curva de transi¢io em relagao
a temperatura, temos

d ov ovV\ dP
d—TAV (P(T), T)=A [(8_T>P + (6_P>T d_T] =0 (116)
isto é,
ov dpP ov
NEARE NG, arn
Por outro lado, de DeltaS = 0 segue que
0s oS\ dP
Al =— Al=—) —== 11
(o), 2 (57), & =" s
Ora,
0P
S = — (a—T)P (119)
0P
Vv = (a_P)T (120)
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Logo,

o8y __ 0% __(9V (121)
oP),  OPOT  \dT ),
e, entdo , de (118),
AC, dP ovy
T (8_T>P =0 (122)

6 Teoria da supercondutividade de Ginzburg-
Landau

6.1 Problemas com a teoria de London

H4 problemas no confronto com a experiéncia.

1.0 acordo das equgdes de London com a experiéncia é qualitativo; quantitativamente o
acordo é duvidoso.

2.A teoria estd em contradi¢do com a experiéncia em relagdo a destruicdo da supercondutivi-
dade de um filme fino por um campo magnético. De fato, o uso da termodindmica acoplada as
equagoes de london leva, para o caso da transi¢do de um filme fino de espessura 2d do estado
supercondutor para o normal, a seguinte expressdo para o campo magnético H,:

( He )2 S — (123)

Hey - %tanh %

onde H_p é o campo critico de um supercondutor volumoso de mesmo material. Esta expressao

nao estd de acordo com a experiéncia, pois, medindo-se ( I?c Cb )2 e variando-se d, nao se obtém
um valor constante para A.

3. Questodes ligadas a energia superficial.

Assim, a teoria precisa ser modificada. O primeiro fato importante é que o
campo critico é uma funcdo da temperatura. H.(T) se anula & temperatura
critica, com um slope finito. As varidveis relevantes sdo o campo magnético, a
temperatura e a pressdo . Como, porém, as mudancas de volume no processo
sdo muito pequenas, ignoraremos a dependéncia na pressao .
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A variacdo da energia por centimetro ciibico é dada por
1 =~ -
dE = —H.dB+ ... (124)
4T

Em um processo isotérmico, toda a energia magnética pode ser transformada
em trabalho, logo,

dF = —H dB (125)
47

Integrando,
1 (B

FBT) = o / H.dB + §(T) (126)
T

sendo ¢(T') uma fin¢do s6 da temperatura. E preferivel trabalhar com potenc1als

termodinamicos que tenham como varidvel independente H pois, enquanto B
é uma funcéo univoca de H p inverso nao é verdade.
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H. H

H n3o é uma fungdo univoca de B.

Py =By~ BB _ gy L /H B(i).dif
0

— —
onde se supoe que H =0~ B =0.
De acordo com Meissner,

= 0 para |H| < H,
= H para |H|> H,

o
|

e, em conseqiiéncia ,

FH,T) = §T) para |H|< H,
Lo 1 /= .
FET) = $T)-— (H2 - H2) para |H > H,
8w
Como H.=H.(T)e S = — (g—IT})H temos, para a parte normal,
g, —_0¢ _1oH: 04 10H
" T 8m 0T OT 4mx 0T ¢
99
Sy =——
oT
para a fase supercondutora. Logo,
1 __ OH,
Sn - Ss - _E c 8T

T _O0H,

Q = T(Sn - Ss)vm = _E ca—T

Vim

24

(127)

(128)
(129)

(130)
(131)

(132)

(133)

(134)

0 que mostra que a transicao é de primeira ordem quando se d4 na presenca de
um campo magnético (T < T.), envolvendo um calor de transi¢io por mol

(135)



que é absorvido pelo sistema quando a transi¢do se d4 do estado supercondutor
para o normal. Por outro lado, na auséncia de campo magnético a transi¢io se
d4 T =T, com H.(T.) = 0. Logo, S, — Ss = 0, e a transi¢do é de segunda
ordem.

Derivando (134) e multiplicando por T temos, para os calores especificos por
mol,

1 8°H? T &H, 0H,.,
Co=Ce= =g GV = = (B0 + ) Ve 130
e,em T =T,
T (6H.\’
[Cn - C(S]T:TC - _E ( oT )T_Tc Vm (137)

que é a férmula de Rutgers.
Finalmente, para a energia livre F'(B,T'), temos, introduzindo

do = §(T) + - HAT) (138)
— H2 —
F(B,T) = ¢o— 8—C para B =0 (139)
7r
32
FB,T) = ¢o+ 3, Pora B> H, (140)

Consideremos a situacido em que T' < T,. Vamos estimar o valor da diferenca
entre F(0,T) e F,(0,T,), onde esta tltima é a energia livre da fase normal 3
temperatura T,. A presenca de um campo magnético ndo causa praticamente
nenhum efeito na fase normal. Entdo , ji que a transi¢do , com H, é de primeira
ordem, podemos estender F}, para H < H,. Supomos a mesma forma, isto é:

Fol,T) = (1) — o (87— 12) (141)
F(#,T) = ¢(T) (142)

Logo, ,
FO,T) = (0T ~ — 5 (143)

6.2 Argumento de Rose-Innes, Rhoderic

Considere um supercondutor com a forma de um longo bastdo. Quando ele é
resfriado a uma temperatura T' < T¢, torna-se supercondutor. Isto quer dizer
que, pata T < T, os potenciais termodinamicos da fase supercondutora tém um
valor menor do que os andlogos da fase normal (se ndo, o material permaneceria
na fase normal). Suponhamos que a essa temperatura e na auséncia de campo
magnético externo (}_f = 0) a energia livre por unidade de volume no estado
supercondutor seja Fy(T,0), e na fase normal seja F, (T, 0).
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F,(T,H)

F, (T, 0) Normal /

Fy(T,0) b————==="r e~

Suponhamos agora que um campo magnético seja ligado paralelamente ao
bastdo , e vejamos como vao variar os potenciais termodindmicos. A energia
livre de todo o sistema é aumentada de

]- r-d = ﬁ.g ]_ — —
dFF = —H.dB=d|—— | —-—B.dH (144)
47 47 47

Definindo o novo potencial termodinamico F', temos

1

CAn

dF = B.dH (145)
Queremos isolar nesta expressdo o termo que corresponde & mudanca da ener-
gia livre do bastdo supercondutor. O processo fisico responsavel por isto é a
magnetiza¢ao do bastdo . Como se tem

B=H +4nxM (146)
pomos
. 1 = = - -
dF = —4—H.dH - M.dM (147)
T
de onde se vé que a variacio correspondente ao supercondutor é
dF = —M.dM (148)
Mas, no supercondutor,B3 =0, logo, M= —g. Logo,
.01 o2 o
F=—H.dH 14
d i d (149)
O aumento de energia livre, uma vez aplicado o campo, é, entdo ,
I D LA &
AF = —/ H.dH = — (150)
4 J, 8
isto é
- N h2
Fs(TaH): S(T,0)+8_’/T (151)



Logo, a aplicacdo de um campo externo aumenta a energia livre da fase su-
percondutora. A condi¢do para que o material se mantenha supercondutor é
que

F(T,H)—F,(T,H) <0 (152)
e, como F,(T,H) ~ F,(T,0),

F,(T,H) - F,(T,0) <0 (153)
o que d&, ainda,

- - H?

Fn(TaO) _Fs(TaO) > 8_ (154)

73

O campo critico é aquele para o qual

B .

Uma expressdo util para o campo critico ¢ obtida supondo-se que F, (T,0) ~
F,(T.,0). Entéo ,

H? - -

B ~ F,(T.,0) — Fs(T,0) (156)

6.3 Teoria de Ginzburg-Landau

Na auséncia de campo magnético a transicao para o estado supercondutor é de
segunda ordem. O parametro de ordem, denotado por ¥, serd tal que

v = 0 T>T, (157)
Y # 0 T<T, (158)

A idéia de partida é que 1 representa uma fun¢do de onda efetiva dos elétrons
supercondutores. Logo, a fase de 1 ndo deve ser determindvel, isto é, nas quan-
tidades observaveis devem ocorrer apenas combinacoes de i e ¢* invariantes
pela transformacfo ¢ — e*®1), sendo o um ndmero real. A normalizacio é, por
enquanto, arbitraria.

Considere um supercondutor uniforme na auséncia de um campo magnético,
e suponha que que ¥ seja independente da posi¢ao . De acordo com a teoria das
transicdes de fase de segunda ordem, temos, para T suficientemente proximo de
T,

B
Fyo = Fyo + 0‘|¢|2 + §|¢|4 (159)
onde Fyo e F, sdo as energias livres (a campo externo zero) da fase supercon-

dutora e normal, respectivamente, e a e § sdo fungdes da temperatura que tém
as propriedades gerais:

a = 0 (160)
Be > 0 (161)
oT) > 0 para T>T. (162)
ao(T) < 0 para T<T, (163)
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No equilibrio, naturalmente,

8FS() 82FSO
=0 — >0 164
owP =" aupey 16y
sto é
a+Bly> =0 (165)
dando o
2—-__- 166
] 3 (166)
Usando J J
o o
o) =a.+ () @-19= () @-1 (167)
B(T) = B. (168)
femos d 1 T.—T (d
2 _ [ ax _py L _te— ax
€ 2 B a2 2
o pea® o o
Fso —FnO—E‘F?IB—g = 4o 55 (170)
Como vimos anteriormente,
2
FsO - FnO ~ —HCb (171)
8
logo,
i (da
2 -2 (ZZ) (T —T.)2 172
m=7 (%) -1 (172

que é uma relacdo muito bem verificada experimentalmente.

Examinemos agora o efeito, sobre o condutor, de um campo magnético inde-
pendente do tempo. Para se obter Fip é preciso somar a Fsy duas contribuicées
(1) A energia do campo: g—;

(2) A energia proveniente do aparecimento possivel de um gradiente de ¢, por
influéncia do campo externo.

Vamos estimar esta segunda energia. Ela é funcao do gradiente de ¢, e deve
ter a estrutura

f [W*.W} . (173)

Para pequenos valores de |V)|, podemos escrever

o o n o
f [w*.w] = oIVt + ... (174)
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onde m é um parametro. O sistema deve, contudo, ser gauge-invariante, e isto
implica em que a dependéncia seja em

L | ih grady EA’wr (175)
2m g c
Logo, em primeira aproximagcao ,
o2 1 o |2
Fog = Fyo+ — + — ‘—ih grady — EA«ﬁ‘ (176)
8t 2m c

A equagdo para 1 pode agora ser obtida impondo-se que
/ drF,g v
seja estaciondrio por variacoes de ¥*. A energia livre total é
/d3xFSO + /d3:10H—2 + L/d3ac ‘—ih gradyp — Effzbr (178)
8T 2m c

Desses termos, s6 o dltimo depende de 1. Escrito em detalhe, ele é:

e

g [ 2 (90 L) (-9 - ) -
% / dz |((hVy).(~ihV) + (V7). (~ = Ay)]

®
o

1 3 € 2 . -3 2 Tk 1
Isto é, a parte da energia dependente de ¥ é:

1 - ~ S ., . e -
— / APz (—mv - fA) . (_mv - EA) S / P (hw - fm) AdS
2m c c 2m Jg c

(179)
Derivando em relagéo a ¥* e igualando a zero, temos
1 o e -\ 2 6F30
S (—ipo X - 1
Qm( Y c)¢+31,b* 0 (180)
€ - e =
. [—ihv - EAz/J] =0, (181)

sendo a primeira interpretada como a equagdo de movimento, e a segunda como
uma condicao de contorno.

6.3.1 Equacao para A

Variando-se a expressido para a energia livre do condutor em relacdo a A, obtém-
se a equacdo de movimento para o potencial vetor. A expressio é:

-7:sH E/d3$FsH
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2
- / PaFy + / ol
81

e

]_ 3 - 8 > R E —
+ %/d x(mw - Ay )( AR, CA¢)
que abreviaremos assim:
Fsa = /dg.’L'FSH = /dS.fL'FSO ++I; + I (182)

Um célculo simples leva a

=-—V?4 1
o =~ A) (183)
enquanto que
oL 1 ihe = - 2e? L
=2 - | 2= * —|y*A 184
1= o | W =9V + ol (184)
logo, a variacdo total igualada a zero é
1 =, ihe - N e2 5
VA Wyt — V) + S PA = 0 (185)
ou
- 47 &
VA = —7” j (186)
Ly (P W M ) ¢ (187)
bT Tom me

A solucgéo do problema de determinar a distribui¢do do campo e da corrente em
um supercondutor é entao reduzido a integracao das equagoes

1 e € L= € O0Fy
5 (—mv - EA) . (—mv - EA) Y+ g =0 (188)
o 2mieh [ = - L\ Ame? -
V2E = T (e — gVy7) + g |2 A (189)
me mc
com a condi¢do de contorno
. [—ihw - EA’w] =0 (190)

na superficie do condutor.

7 Problema unidimensional

Considere um supercondutor com uma superficie plana, que tomamos como o
plano yz. Assim o eixo z é perpendicular ao plano. Sobre o supercondutor age
um campo magnético externo

H=Hj (191)
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Tomando o potencial vetor com a condi¢do de gauge divA = 0, obtém-se facil-
mente que

A= A(2)7 (192)
De fato,
A aAz e
t(A = 1
rot(A()7) = 2] (193)
Neste gauge,
=0 41 -
VZA = —?J (194)

-
onde J é a densidade de corrente (escrita em maitscula para distinguir do versor
7). Esta equacdo degenera em

PAT 4Am
=T 1
522 p Ji (195)
de onde se conclui que . .
J = J(2)i (196)
Da equagao
N 41 -
rotH = 7J (197)
temos ainda que
4 dH
Ty 1
- J o (198)
Resumindo,
H = H(2)j (199)
J = ()i (200)
A = A®2)i (201)

A funcéo de onda 1), naturalmente, sé pode depender também de z. Na verdade,
tudo o que se pode afirmar é que o mddulo de 1) s6 pode depender de z. A funcio

de onda pode ser da forma .
¢ = eV g(2) (202)

onde a(z,y) é uma funcdo real. Contudo, a invaridncia de gauge da teoria
permite tomar® o = 0, e, entdo,

Y =1(2) (205)

3A equagdo de Schrédinger é invariante pelas transformagées simultaneas
A - A+Vf (203)
v exp (Y (204)
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7.1 A corrente
A corrente de probabilidade na presenca de um potencial vetor Aé
ieh

Jo_ih
2m

- - e2 -
(v 9w — ¥y ) - g Ay (206)

e, como J s6 tem a componente x e 1 sé depende de z, esta expressdo se
simplifica para

o2
J=——* A (207)
me
Mostramos no apéndice que a funcdo de onda é real. Lembrando que

Fao = Fao + alu? + 2yt (208)

temos, para a equacio para 1,

1 29 62 9 8F50
_ —A = 2
2m[hv¢'+c2 ¢+8¢* 0 (209)
ou 2 o R
By, s
_ A = 21
2m dz?  2mc? V+ap+ Yt =0 (210)
com « > 0. Logo,
d*)  2m e? 2m
Sl el (1- A2 ) - Byt = 211
T+ lal (1= gcr ) v = Syt =0 (211)
A equagio para A¢
d>A  4re?
—_— — A=0 212
-l (212)

7.2 Comparacao com as equacoes de London

A equagdo (212) corresponde, na teoria de London, a equagdo

= H
V2H = ¥ (213)
que, no Nosso €aso, €é:
d?’H H
= 214
dz? A2 (214)
Derivando a eq.(212), temos
d*A  4me? ,dA 4re? dy?
—_— = —+ A = 215
dz3 mc? v dz + me? dz (215)
Se 1 é aproximadamente constante, temos
d*A  4me? ,dA
Z - 216
dz3 mc? v dz (216)
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e, pondo A = = 62¢2 e levando em conta que H = 44

dz?
d®H  4me? , H
TE T ?H = YR (217)
Segundo London,

2

mc
M= —— 218
4dme2n (218)

onde n é o nimero de elétrons por unidade de volume, em perfeita analogia com

2
a teoria de Ginzburg-Landau. Note-se ainda que, pondo-se % = 0 na equagio
para v, tem-se

2m e? 2m
(0 [?M (1 - mA2> - ?51/12] =0 (219)

g (1- ;mc Tz A°) (220)

isto é, o comprimento de penetracio A2 na teoria de Ginzburg-Landau é uma
fungdo do campo, como previsto pela experiéncia.

de onde sai que

7.3 Energia de superficie em um supercondutor

Em um material homogéneo sob a acdo de um campo magnético com uma
direcdo fixa, supomos a existéncia de uma fase normal e uma supercondutora.
A passagem de uma a outra se d4 numa camada pouco espessa que serd tratada
como uma superficie. Seja T a temperatura. Vamos calcular a energia livre
por unidade de volume na regido de transi¢do. Partindo da fase supercondutora
(I-_f = 0) em direg¢do & fase normal, iremos encontrando campos cada vez maiores.
A fase normal serd encontrada quando H= I;TC. Na reido préxima e anterior a
esta, qual é a energia livre por unidade de volume? Numa regido propriamente
swpercondutora na presenca de uma campo magnético externo }_fezt, tem-se

H2
Fog = Fop + =22t (221)
8w
o que quer dizer que a energia interna do supercondutor contém um termo que
é a energia necessarla para manter o campo fora dele. Na regiao de transicdo, o
campo externo é HC, e 0 campo interno nao € nulo, e sim H (z). Logo, a energia
por unidade de volume é

i 0\ 2
B i, - H)
Fly=F.g+ (222)
8w
exibindo-se 0 termo necessério para cancelar o campo H.—H. Ent3o,
— HH
Fly=Fsg———+2° (223)
4 8w



Considere a quantidade

HH. H?
F:H_FHOZFSH_ An +§_Fn0 (224)

que tem as propriedades:
(1)Na fase supercondutora, Fiy — Fpo = 0. De fato, ali, H =0, logo, Fyr —
Fn07 [S]

HH H? H? H?
F,pq — ¢ ¢ _Fo—F c ¢ _F.,=0 225
sH = + = n0 = 8 n0 (225)

Logo, a quantidade Fy; — Fy,0 s6 é diferente de zero na regido de transi¢io entre
as fases. Definimos

H(2)H, H?2
Ons = /dz (FSH(z) - % — Fo + 8_7?) (226)

senda a integracdo estendida a regido de transi¢io, como a densidade de energia
de superficie. Usando as equagdes

Foy—Fp = a¢2 + ﬁ¢4 (227)
1
Fog = F50+H +—|—’th¢—EA’(b‘ (228)
8t 2 c
temos
2 2 2 2
2 B h dy € 2.0, H H.H
= - 4+ (== A =
Ons /dz oy + ¢ +2ﬂ+ (dz) +2mc2 v +87r 4r
(229)

2
onde se usou H? = 47a”

Vamos introduzir uma nova notac¢ao, em termos dos parametros H,, dg, K,
definidos assim:

R (230)

o = 4”;‘2 (231)

wo= o (2 (232)

w = b (239)
Introduzindo novas varidveis

Z = % (234)

W (233)



A = ﬁTc&) (236)
go= :%# (237)
as equagoes sao escritas
T = R A 4] (239)
‘f;‘g _ A (239)

_ |1 vy o Lyt o (W
Ons — —50/[5—(1—A )’d) +§’(ﬂ +?(E> dz (240)

H? dA'\? dA"\ (dA’
[4 il _ 2 bt et !
+47r50/ (dz’) (dz’)c<dz’) dz
Se k = 0, temos
d2’(ﬁ'
i 0 (241)
que, com a condic¢do de contorno (neste caso, % = 0 na superficie), d4
!
% =cte =0 (242)
Logo,
' = cte. (243)
e, em particular,
12 2
W _y LW (244)

dz! dz
Isto da o significado do pardmetro k. O inverso dele mede essencialmente a
distancia tipica em que a variacdo de 1 é grande.
Vamos agora examinar a densidade superficial de energia em dois casos ex-
tremos:
(1)k = 0 — densidade de energia positiva— 1.0 tipo.
(2)k = o0 — a equagdo

>y’ 9 [_(1 — Ay +¢/3] (245)
dz"?2 k
da
P (P —-(1-4%))=0 — ¢*=1-A4" (246)
Levando isto & expressdo para a energia superficial, tem-se
H2
Ons = 4_;60 X (247)

1 1, 1 [d\> [d4a\’ dA"\ [dA
/{5‘5“*?(@) (%) ‘Z(W)C(W>}Z48)
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isto é, a energia de superficie é negativa. Logo, hd uma tendéncia para o aumento
da superficie, o que acarreta uma penetra¢io do campo magnético no material.
Condutores deste tipo sdo chamados supercondutores do 2.0 tipo(Abrikozov,
1957).

8 Apéndice
Vamos mostrar aqui que ¢ pode ser tomada real sem perda de generalidade. A
equagio para ¢ é:

2ihe O0F5

1 232 12
iy A = 24
Qm{ Ve + Vz/;+ w} a0 0 (249)
e, usando os fatos conhecidos para o problema unidimensional,
1 2 dz%/’ T2 2
— A = 2
QWl{ W+ SRY b+ oy + Byl =0 (250)

Esta equagfo tem coeficientes reais. Logo, se ¢1 é uma solugdo, ¢¥; também é,
para os mesmos autovalores. Logo,

R’ d22/)1

2
= 251
o gz T ama A Y1t + Bl =0 (251)
e 5
h” d*y 2
T 2m dz? 2mc? + ot + Bl [TYr =0 (252)
Multiplicando a primeira por 7, a segunda por v e subtraindo, tem-se
d2
2 (- w ) <o (253)
de onde segue que
d d
(wl r_ ¢1) =0 (254)
e, consequentemente,
d dys
'(plﬂ - wzl = const. (255)
A condicdo de contorno diz que, na superf1c1e = 0. Logo, na superficie, a
constante é zero, e, por ser constante, é zero em todo lugar. Segue que
1d 1 dyg
Y1 dz Y1 dz
ou
Y1 = Ky (257)
e, como func¢odes de onda multiplas sdo equivalentes,
Y1 =] (258)

que é o que pretendiamos demonstrar.
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