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1 Introducao

No dia 14 de dezembro de 1900, em uma palestra na Sociedade Alema de
Fisica, Max Planck apresentou seu famoso trabalho em que, pela primeira
vez, a no¢ao de “quantum” de energia era utilizada. A histéria de como
esta idéia revolucionou nossa concepcao do mundo é bem conhecida. Menos
conhecido é, talvez, o drama pessoal que isto representou para Max Planck.
Nestas notas, originalmente um semindrio no Instituto de Fisica da USP no
dia 14 de dezembro de 2000, apresento um panorama da fisica daquela época
(no que concerne o problema do equilibrio da radia¢ao com a matéria) e rendo
minhas homenagens a esse grande homem, que precisou sacrificar o seu credo
cientifico na elaboracdo da teoria correta da radiagdo do corpo negro. Em
recompensa a esse sacrificio, ganhou a imortalidade.

2 O Equilibrio da Radiacao com a Matéria

2.1 Primeiras Descobertas

Tire uma pedra da sombra e coloque-a a luz direta do Sol. Comecara a es-
quentar até que, a uma determinada temperatura, cessam as mudancas. Ha,
entdo, equilibrio entre a radiacdo (campos eletromagnéticos) e a matéria.
Esta é a observacdo empirica elementar. Em 1770, Josiah Wedgwood[1]
obteve o primeiro resultado cientifico sobre o problema em questao: a des-
coberta de que a cor emitida por um forno a alta temperatura independe de



qualquer detalhe do forno, seja do material de que é feito, seja do material
que estd no seu interior, seja da forma do forno. A cor depende sé da tem-
peratura (que é a temperatura de equilibrio entre a matéria e a radiacao) do
forno.'. A partir desse fato Wedgwood criou o pirémetro ético, um aparelho
que media a temperatura do forno pela cor da luz emitida. Tamanha foi
a importancia desse instrumento (de aplicagdo ébvia na siderurgia) que seu
inventor foi eleito para a Royal Society.

2.2 Espectros

A segunda grande descoberta na marcha para a teoria quantica foi devida
ao grande fisico alemao Gustav Kirchhoff, muito conhecido em nossos dias
pelas “regras de Kirchhoff” relativas a circuitos de corrente continua. Na-
tural de Konigsberg? na entdo Prissia Oriental, onde obteve também sua
formacao cientifica, realizou seus trabalhos mais importantes em Heidelberg.
Ali, valendo-se da presenca do grande quimico Bunsen, teve a idéia de utilizar
os espectros de emissao e de absor¢ao dos elementos quimicos como suas ”im-
pressoes digitais”, ou seja, como marcas inelutaveis de suas presencas. Foi
por ocasiao dessas pesquisas que Bunsen inventou a famosa fonte de luz de
alto brilho e pouca capacidade caldrica, o bico de Bunsen. Imediatamente
ocorreu a Kirchhoff sua idéia mais genial: utilizar esses espectros para deter-
minar a composi¢ao quimica das estrelas. Estava, assim, criada a Astrofisica.
Estudos sobre a composi¢ao do Sol foram por eles publicados, e descobriram
dois novos elementos, o césio e o rubidio®. Igualmente importante para o

! Josiah Wedgwood entendia de fornos. Era um grande industrial da cerdmica, e a
marca Wedgwood existe ainda hoje. Participava, e, de fato, era um dos principais mem-
bros, da Sociedade Lunar, um grupo de cientistas, amadores ou nao, que se reuniam em
Birmingham para discutir e promover o avango da ciéncia na Inglaterra. Incluia, entre
outros, Erasmus Darwin, avé de Charles Darwin e o famoso quimico Priestley[2]

2Hoje Kaliningrad, se j4 ndo mudou de novo, na Rissia; Kdnigsberg foi uma cidade
de enorme importancia cultural na Prussia. Ali nasceu e viveu, sem nunca arredar o pé,
Immanuel Kant; ali vicejou a grande escola de fisica-matematica de Franz Neumann (1798-
1894), de quem Kirchhoff foi o mais importante discipulo; ali estudaram F. Bessel, Carl
Jacobi, Hermann Minkowski, Max e Willy Wien, Emil Wiechert e David Hilbert; todos
haverdo de ter tido ocasido de tentar resolver o problema cldssico de Topologia denominado
As pontes de Konigsberg.[3] [4]

3A descoberta encontrou muitas outras aplicacdes, evidentemente. Francis Jehl, no
interessantissimo livro que escreveu sobre o laboratério de Edison em Menlo Menlo Park,[5]
relata: The spectroscope, which Bunsen and Kirchhoff discovered in 1859, has furnished
man with a wonderful method of analysing substances through their spectra. Bunsen and



que se segue, Kirchhoff “embebeu-se” da fenomenologia dos espectros, o que,
veremos, lhe foi de grande valia para o seu estudo da radiagao de equilibrio.
Nessa época descobriu empiricamente a seguinte lei fundamental: Quando um
feize de luz atravessa um gas, este absorve aquelas freqiéncias que, quando
aquectdo, emite.

2.3 O Corpo Negro

E provavel que Kirchhoff tenha se interessado pelo problema do equilibrio
da radiacao com a matéria para dar base tedrica aos resultados obtidos em-
piricamente no estudo dos espectros dos elementos. De fato, como veremos,
um dos primeiros resultados gerais que obtém é que no equilibrio, um
corpo nao emite uma freqiiéncia que ele ndo possa absorver. Mas, vamos
por partes. O grande trabalho de Kirchhoff Sobre a relacao entre o poder
emissivo e o poder absortivo de corpos para o calor e a luz contém resultados
importantissimos. Tratava-se de, através da termodinamica, caracterizar a
radiacao de equilibrio. Como ele estava partindo do nada, tinha de fazer tudo.
Primeiro, identificar as quantidades relevantes. Dado um corpo em equilibrio
com a radiacao, tracemos um cone a partir do corpo, abarcando um angulo
solido d€2.A energia que, por segundo, atravessa uma secao reta desse cone,
serd escrita K df). Se selecionarmos agora aquela energia cuja freqiiéncia esta
entre v e v+dv, a energia sera K,dS), por unidade de intervalo de freqiiéncia.
Entao, argumentos elementares mostram que a densidade espectral de ener-
gia eletromagnética (energia por unidade de volume, com freqiiéncia entre v
e v + dv, por unidade de intervalo de freqiiéncia.Ufa!) vale

8
,=—K, 1
u = 1)

e o resultado é o dobro do que o leitor esperava porque estamos considerando
os dois estados de polarizagdo das ondas eletromagnéticas.

A absortividade do corpo é definida como sendo a fracao da energia que
incide sobre o corpo que é transformada em calor. Denotada por A,, temos,
entao, que a quantidade de energia que, por unidade de tempo, etc., é trans-
formada em calor é A,K,(T), pois que estas quantidades dependem da tem-
peratura absoluta 7'. No equilibrio, essa energia absorvida pelo corpo deve ser

Kirchhoff did great work in that field. Edison often used the instrument and became adept
in reading it.



reposta. Seja E, a emissividade do corpo, isto é, a quantidade de energia emi-
tida pelo corpo nos mesmos df2, v, etc. Entao, devemos ter E, = A, K,(T),
ou

-+ = K(T) = —u,(T) (2)

A seguir Kirchoff introduziu o conceito de corpo negro, um corpo que
transforma em calor toda a radiacao que incide sobre ele. O melhor modelo
de corpo negro é uma cavidade onde a luz entra por um orificio, mas sé
encontra o caminho de saida depois de um nimero colossal de reflexoes nas
paredes. Em cada reflexdo um pouco de sua energia é absorvida. No limite,
toda é absorvida. Pois bem, usando argumentos tipicos da termodinamica da
época, Kirchhoff mostrou que, para um corpo negro, a densidade de energia
u,(T) era uma fun¢do universal, independendo de como o corpo negro era
construido. Segue que, para qualquer corpo em equilibrio com a radiacao em
uma cavidade, ‘Z—: ¢ uma funcado universal. A emissividade para uma dada
frequéncia e uma dada temperatura pode variar, no equilibrio, de corpo para
COrpo, mas a razao f—: independe do corpo. Em particular, para o corpo
negro, A, = 1, de maneira que temos que a emissividade de um corpo negro
independe do corpo. A aplicacao que mais terd interessado a Kirchhoff sera,
creio eu, a seguinte: suponhamos que, para um determinado corpo (uma
certa massa de gds, por exemplo), a absortividade para uma determinada
freqiiéncia v seja nula. Entao, como a razao i—; independe do corpo, teremos
que, para esse gas, F, = 0. Ou seja, um corpo nao emite uma freqiiéncia
que ele nao absorva (no equilibrio). Este resultado, anteriormente obtido
empiricamente por Kirchhoff, encontrava aqui sua justificacao. E claro que,
na descricado quantica da matéria, este resultado é trivial e mais geral, nao
se restringindo ao equilibrio. Mas que pudesse ser descoberto por Kirchhoff

em meados do século XIX é realmente extraordinario.

2.4 O Grande Teorema

Para demonstrar a universalidade da funcéo u, (T") para o corpo negro, Kirch-
hoff valeu-se das técnicas tipicas da termodinamica da época: sup0s a exis-
tencia de espelhos perfeitos para todas as freqiiéncias, de substancias trans-
parentes s6 para determinados intervalos de freqiiéncia, o arsenal usual. E,
sobretudo, descreveu a radiacao sempre sob a forma de raios. Note-se que
o problema do equilibrio da radiacao com a matéria envolve calor radiante
e luz, na época coisas distintas. Os grandes trabalhos de Maxwell, que pro-
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puseram que a luz era radiacao eletromagnética dentro de um certo intervalo
de freqiiéncias, apareceram gradualmente de 1860 a 1865, enquanto que o
grande trabalho de Kirchhoff[6] foi publicado em 1860. Nada se sabia, entao,
da natureza eletromagnética da luz. De fato, era corrente pensar-se que a
luz s6 existia no intervalo visivel, tratando-se a radiacao térmica de outro
fenomeno fisico.

A demonstracao de Kirchhoff é um dos grandes monumentos da fisica
classica. Contudo, sob olhares modernos, parece impossivel que se pudesse
efetivamente demonstra-lo naquela época. E claro que Kirchhoff, merceé de
sua familiaridade com os fenémenos em questao, sabia onde devia chegar, e
este “mapa mental” guiou-o em todas as encruzilhadas perigosas. E assim
que se faz fisica, afinal!

Uma magnifica exposi¢ao do trabalho de Kirchhoff, a melhor que conheco,
tanto pelo aspecto critico quanto pela sensibilidade histérica que demonstra,
é a de Lorentz[7]. Uma critica adicional, que escapa ao grande Lorentz, é
relativa ao uso exclusivo de raios de luz. De fato, é bem conhecido que essa
descricao é particular demais e tem efeitos termodinamicos que nao surgem
se a descri¢ao geral, por ondas, for utilizada. Pois se a luz, e toda a radiacao
considerada, segue trajetdrias que sdo os raios, aplica-se a propagacao o teo-
rema de Liouville sobre o volume do espaco de fase. Neste caso pode-se, por
exemplo, demonstrar que nao se pode obter, com lentes e espelhos, e usando
a luz do Sol, temperaturas maiores do que a da fonte[8]. Este resultado era,
aparentemente, conhecido por Clausius[7]. Nao se trata, obviamente, de um
resultado geral, mas de uma conseqiiéncia do uso de raios.

Enfim, demonstrada a existéncia de uma funcao universal para a dis-
tribuicao espectral da radiacao em equilibrio térmico com a matéria, abria-
se o problema de determind-la, experimentalmente, mas também de obter
sua expressao analitica, trabalho de fisicos tedricos. Ou melhor, trabalhos
teodricos de fisicos, pois que, naquela época, nao havia fisicos exclusivamente
tedricos, ou eram muito raros®.

3 Max Planck

Quando Planck era estudante, trés grandes nomes dominavam o cendrio
da fisica alema, Clausius, Helmholtz e Kirchhoff. Desses foi Clausius que

4Segundo Cesar Lattes ndo h4 fisicos tedricos e fisicos experimentais: h4 fisicos que sdo
capazes de fazer uma experiéncia, e fisicos que ndo sdo capazes!



mais o influenciou, pela “clareza e poder de persuasao da linguagem”[9][10].
Tomando como ideal de fisica a formulacao que este deu da segunda lei
da termodinamica, jamais alterada desde 1865, Planck assim expressou seu
ideal: O que me interessou desde sempre na fisica foram as grandes leis gerazis,
vdlidas para todo o conjunto de fenomenos, independentes das propriedades
particulares dos corpos que participam do processo[9][10]. Bem de acordo com
este programa, Planck escolheu como tema de pesquisa a segunda lei da ter-
modinamica, que desejava demonstrar como lei exata, conseqiiéncia das leis
da mecanica. Posteriormente, convencido da implausibilidade de obtencao
por esse meio da lei que, como gostava de salientar, fornece a unica origem
para a “flexa do tempo” (por causa do teorema dos ciclos de Poincaré), bus-
cou a demonstracao da segunda lei no eletromagnetismo, que passou entao
a estudar profundamente. Foi, assim, naturalmente levado ao problema de
determinar a fun¢ao universal de Kirchhoff: tratava-se de um resultado uni-
versal, bem a seu gosto, e envolvia, em toda a sua profundidade, o eletro-
magnetismo.

3.1 Boltzmann

Desde a descoberta de Kirchhoff varios resultados parciais importantes ti-
nham sido obtidos, por alguns dos melhores fisicos de entdo®. Primeiro,
Boltzmann obteve o resultado empirico de Stefan, de que a densidade de

energia da radiagao no equilibrio dependia da temperatura na forma
u = aT* (3)

onde a é uma constante. Para obter este resultado, Boltzmann usou a relacao
de Maxwell p = 2, que da a pressdo da radiagdo em termos da densidade de
energia. Em um cilindro provido de um émbolo existe radiacao em equilibrio
a temperatura T. O volume do cilindro é V. A pressao da radiacao faz com
que o émbolo se mova lentamente, realizando o trabalho pdV. A energia
total da radiacdo sendo F = Vu(T), temos

1
dW = pdV = gu(T)dV

5Nao cabe, na brevidade deste relato, analisar as razoes de tanto interesse. H4, porém,
obras excelentes que o fazem. Limito-me a citar duas: o famoso livro de Kuhn[11], e as
6timas notas do professor Jodo Zanetic[12)].



e a entropia da radiagao variara de

dE +dW 1 1
4u V du
dsS = §Tdv+ Td_TdT
Por consisténcia, devemos ter
0?8 B 0?8
ovVor — oToV

de onde segue que
0 Vdu 0 4du

ov'\Tar) = ar 3T

ou ainda
du _ T
U T
e, finalmente,
u=al*.

Este trabalho foi considerado uma “pérola”da termodinamica, por sua sim-
plicidade e audacia. De fato, a radiacao é tratada como um gés, e uma
entropia é associada a ela. Note-se ainda que a existéncia da pressao da ra-
diacao, e a veracidade da formula de Maxwell, s viriam a ser comprovadas
experimentalmente em 1905, por Lebedev.

3.2 A Lei de Wien

Em 1893 Willy Wien demonstrou o que seria o resultado mais forte possivel de
obter usando apenas as leis gerais da termodinamica e do eletromagnetismo.
Com grande virtuosismo no uso de espelhos moéveis, Wien obteve a expressao

u(T) = 53 F(2)

onde v é, como sempre, a freqiiéncia, e f é uma funcao que nao se pode deter-
minar por este método. Assim, a busca da fungao universal ficara reduzida a
procura de uma funcao de uma variavel. A demonstracao mais simples da lei
de Wien, baseada quase que s6 em analise dimensional, encontra-se no exce-
lente texto de Sommerfeld, “Thermodynamics and Statistical Mechanics” [13],
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que, alias, apresenta um tratamento magnifico de todo o problema do corpo
negro.

O proéximo passo veio do préprio Wien, que propos a seguinte férmula
empirica inspirada em seu resultado termodinamico:

8m3b av

u,(T) = 3 exp(—?)

Esta formula obteve muito boa acolhida, estando em bom acordo com a
experiéncia até meados de 1900. Nesta ocasido, entdao, Rubens conseguiu
realizar medidas precisas para u, para grandes comprimentos de onda, que
era o grande problema experimental.

3.3 Os Osciladores

Como mencionamos, Planck esperava poder deduzir a segunda lei da ter-
modinamica como lei exata, isto é, nao estatistica, valendo-se do eletromag-
netismo. Para esse fim aprofundou-se nessa teoria, a qual chegou a dar
contribuigoes importantes. Por exemplo, a famosa férmula de Larmor,

2 e2p?
g=22_

3 a3
que da a poténcia irradiada por um oscilador de Hertz, foi obtida previamente
por Planck.

Suponhamos um oscilador harmonico cuja massa possui também uma
carga. Seja v a frequéncia natural do oscilador. Posto numa regiao onde
existe radiacao em equilibrio térmico, o oscilador executard oscilacoes forgcadas,
sendo a “driving force” a forca elétrica que atua sobre a carga. Planck
mostrou que, no equilibrio (a dissipacdo considerada é a reagiao da radiagio)
estabelece-se a seguinte relacao:

812
u(T) = - B(T,v)

onde E(T,v) é a energia média por periodo do oscilador. Num certo sentido,
Planck construiu um sintetizador da radiacao térmica. Note ainda que a
equacao acima ja tem a forma da lei de Wien, sendo que a procura da funcao
crucial f de Wien, pode ser agora feita trabalhando-se com os osciladores.



Se, nesse instante, Planck, para o calculo da energia média, tivesse usado a
estatistica classica, teria posto

R
E(T,v)= =T
( 7V) N
ou seja, teria obtido a lei de Rayleigh (também conhecida como Rayleigh-
Jeans, por razoes que me escapam) um ano antes de Lord Rayleigh. Para
uma deducdo completa destes resultados, veja a referéncia[l3].

3.4 A visita de Rubens

Heinrich Rubens e Ferdinand Kurlbaum realizaram, em 1900, medidas na
regido do infra-vermelho (A = 30 — 60um) e concluiram que a férmula
empirica de Wien nao funcionava ai. Antes deles, mas com argumentos menos
contundentes, Lummer e Pringsheim tinham chegado a mesma conclusao.
Em 7 de outubro, um domingo, Rubens e sua esposa visitaram os Plancks,
e Rubens relatou que achara que u,(7) devia ser proporcional a T para v
pequeno, o que era inconsistente com a féormula de Wien. Logo que as visitas
sairam, Planck atacou o problema de achar uma nova férmula empirica que
satisfizesse a nova exigéncia, e obteve, j4 numa notagao que ele introduziria
dois meses depois®
_ 8rhi? 1
A3 exp Z—; —

u,(T)

Esta féormula teve um tal sucesso na descricao dos dados experimentais que
Planck decidiu que tinha absolutamente de deduzi-la de primeiros principios
“qualquer que seja o custo”.

4 O Quantum

Planck voltou entao ao problema dos osciladores. Tudo estava em calcular
a energia média, denotada acima por E. Para osciladores em equilibrio com
radiacao térmica a temperatura 7', temos

B JdEE exp —

<E>= 5
JdE exp —=

6 A maneira pela qual Planck obteve esta interpolacdo ¢ interessante. Ndo temos aqui
espaco para descrevé-la. Remetemo o leitor & pagina 149 da Ref.[13].



que é a féormula cldssica de Boltzmann. Sem mais hipéteses sobre E obtemos
< E >= kT, e a férmula (incorreta) de Rayleigh. De maneira inteiramente
pragmatica, para obter a formula que inventara, Planck supos que, na in-
teracdo dos osciladores com a radiagdo, ou seja, na interacdo da radiacao
com a matéria, no equilibrio, as energias possiveis eram da forma E = ne,
com

€e=hv.

sendo h um parametro a determinar experimentalmente. Neste caso o calculo
do valor médio da:

< B oe Yoro neexp]?—;, _ €
Y oexp —%  expiz — 1
ou 5
v
E (V7 T) = —mw
exp ¥T
e, finalmente,
8mv? hv
u,(T) =

3 exp % —1

que é a formula de Planck. Os valores permitidos para a troca de energia
foram denominados “quanta” de energia. Planck falou deles: “Tratou-se de
uma hipétese puramente formal, e ndo refleti muito sobre ela, mas apenas
sobre o fato de que, sob quaisquer circunstancias, custasse o que custasse,
um resultado positivo tinha de ser obtido.”

4.1 O credo de Planck

A solugao obtida por Planck custou-lhe muito (e muito lhe rendeu!). Suas
concepgoes em relacao a fisica sofreram necessariamente um abalo, que iria
desenvolver-se ainda, com os anos, até fazé-lo renega-las. Para descrever este
aspecto pessoal da questdo, vou me valer do étimo artigo de Res Jost[14] que
compara Boltzmann e Planck. Estarei usando a excelente traducao que me foi
dada pelo Professor Walter F. Wreszinski, a quem muito agradeco. Diz Jost,
“A dissertacao de Planck tem o titulo Sobre o Sequndo Principio da Teoria
Mecanica do Calor. A teoria mecanica do calor da época corresponde a
termodinamica de hoje. Planck acreditava na veracidade absoluta do teorema
do crescimento da entropia: ele era um ENTROPICO. Este fato faz dele
desde cedo um anti-atomista. Surpresos, lemos na sua fala por ocasiao da
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sua eleicao como membro da Academia Prussiana: Para finalizar gostaria de
referir-me a um fato jd conhecido de maneira explicita. O segundo principio
da teoria mecanica do calor, levado as ultimas conseqiiéncias, € incompativel
com a suposicdo de que existem dtomos finitos. E de se pressupor, por este
motivo, que no desenvolvimento da teoria venha a se travar uma guerra entre
essas duas hipdteses, que custe a vida a uma delas. Se o resultado dessa luta
ainda nao pode ser predito com sequranca, diversos indicios parecem Sugerir
que, apesar dos sucessos da teoria atomistica até o presente, teremos que
optar pela hipdtese de uma matéria continua.”

Em 14 de dezembro de 1900, o segundo capitulo da palestra de Planck na
Sociedade Alema de Fisica, comeca com o titulo: Entropia requer desordem.
Diz Jost, “Planck havia capitulado a Boltzmann”.

4.2 Fim do problema

A solucao completa e rigorosa (do ponto de vista fisico) do problema do
equilibrio da radia¢do com a matéria foi dado por Einstein em 1916[15] Neste
extraordinario artigo Einstein estuda o equilibrio da radiacao com um atomo
“genérico”, isto é, caracterizado apenas por ter niveis de energia. Livra-
se assim de todas as complicagoes do teorema de Kirchhoff. O quantum
de energia é reconhecido como a energia de um féton, e o equilibrio s6 se
da se se admitir a existéncia do fenomeno da emissao espontanea. Vinte
anos depois Dirac mostraria que este fenomeno aparece naturalmente ao se
tratar o proprio campo eletromagnético como um sistema quantico. Assim,
da concepcao de Planck de uma natureza continua, nao sobrou pedra sobre
pedra.
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