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1 Introducao

Estas notas destinam-se a introduzir, para estudantes de fisica, o método dos
multiplicadores de Lagrange para resolver problemas de mdximos e minimos
“relativos”, isto é, com condi¢des suplementares. Por exemplo, o problema
classico de construir uma caixa de papeldo com a forma de paralelepipedo que
tenha méximo volume para uma area de papeldo dada, pode ser formulado
assim: determinar o maximo da fun¢io zyz (volume do paralelepipedo de arestas
x, y, z) com a condicio de que zy + zz + yz = K (a drea total das faces é fixa,
e igual a 2K). Esta condi¢do é denominada vinculo, ou condi¢io subsididria.

A solugdo que ocorre imediatamente é: usar a condi¢do de &rea fixa para
eliminar, digamos, z, em funcdo de z e y. O volume passa extdo a ser uma
funcdo s6 de x e y, & qual se aplicam os métodos usuais. O problema se complica,
e este método se torna inaplicivel, quando as condi¢des subsididrias sdo muitas
ou muito complicadas. Lagrange ! inventou uma maneira genial de simplificar
o problema: o método dos multiplicadores de Lagrange.

Quais sdo os “métodos usuais” que mencionamos acima? Consistem em
procurar os “pontos criticos”, ou seja, os pontos em que todas as derivadas
parciais da fung¢do a maximizar se anulam. Um teorema classico diz que os
pontos em que a fun¢do pode ter maximos ou minimos estao entre esses pontos
criticos. Para determinar se, efetivamente, um ponto critico é ponto de méaximo,
de minimo ou nem um nem outro, é preciso examinar as derivadas parciais de
ordem mais alta. Ndo tocaremos neste assunto aqui, limitando-nos a dar boas
referéncias. Os livros de Courant [1], Apostol [2] e Elon Lages Lima [3] séo
referéncias de boa qualidade e leitura interessante. Se o leitor tiver acesso,
recomendamos especialmente a grande obra cldssica de Camille Jordan [4], na
qual baseamos o nosso tratamento 2.

!Imenso matemético italiano (de Turim) que, com Euler, construiu a andlise matemadtica
e a mecanica como as conhecemos hoje, a partir das idéias de Isaac Newton. O primeiro
grande trabalho de Lagrange foi explicar por que a Lua mostra sempre a mesma face para
a Terra, o que ele fez com cerca de 14 anos de idade! Quanto & mecénica, sua contribuigdo
mais importante foi o chamado formalismo lagrangeano, que conduziu ao principio de minima
acdo, em geral associado ao nome de Hamilton, mas ji presente na obra de Lagrange. Uma
das ruas principais da cidade de Turim se chama via Lagrange.

2Nenhum elogio é excessivo para essa obra. Trés grandes mateméticos atribuem seu gosto



2 O método

2.1 Um exemplo simples
Seja f(z,y,2) a fun¢do da qual queremos saber os maximos e minimos, e seja
9(z,y,2) =0 (1)
a condicdo subsididria. No problema citado acima, terfamos
f(x,y,2) = xyz (2)
e g(z,y,z) = 0 seria dada por
zy+tyz+ze—K=0 3)
Desta ultima relacdo segue que

z:K—xy (4)
T+Yy

que, levada & Eq.(2), da:

K —zy
r+y

F(z,y) = f(z,y,2(z,y)) = 2y (5)

A solucdo é obtida agora igualando a zero as derivadas parcias % e %, que

Sao
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Igualadas a zero, obtemos as equagdes

2oy 422 = K
2oy +y° = K
de onde se conclui que £ = y e que K = 3z2. Logo, temos também 2 = z, ou

seja, o paralelepipedo de volume méximo, para drea dada, é o cubo (existem
solugdes para o volume minimo. Quais sdo?).

pela matemdtica a leitura de Jordan: Godfrey Hardy, André Weil e Freeman Dyson (mais
conhecido como fisico teérico, mas também grande matematico, com resultados importantes
na Teoria dos Numeros).



2.2 Multiplicadores de Lagrange

A receita para achar os pontos de maximo é igualar a zero todas as derivadas
parciais. Se ndo houvesse vinculos, isto seria 0 mesmo que impor df = 0, onde
df, o diferencial da funcdo f, é dado por

df_—f 8fd +6f (6)

Uma vez eliminado z por meio do vinculo, temos, em lugar desta iltima, a
equacao

OF OF

dF = —dz 4+ —dy =20 7

5 oy Y (7)
ou seja, ndo aparece mais o diferencial dz, indicando que a fun¢do F no depende
de z. O método de Lagrange oferece uma técnica mais eficiente e simétrica para
eliminar a dependéncia em z, ou seja, para se livrar do termo em dz na expressao
do diferencial da fungdo cujos méximos se procura.

Considere o diferencial da fungao f:

f of of
df = d + 3y dy + 52 dz (8)
e, como g(z,y,z) = 0, temos
_Og 9y 9y
dg—a—zdw+6d+adz—0 9)

Sejs A um nimero qualquer, de valor a ser determinado posteriormente. Adi-
cionemos a df a quantidade Adg, que é zero. Logo,

df = df + \dg

Portanto, podemos escrever

0= (L2 ars (L ) ays (L ar2)a o

Mas, como A é indeterminado, podemos determina-lo agora impondo que o
coeficiente de dz na expressdo anterior seja nulo, ou seja, que

af
8z az
Com isso, temos agora um df independente de z, e podemos localizar seus pontos

de maximo impondo que df = 0, ou, mais precisamente, que df + Adg = 0. Mas
isso d4 as condicoes

=0 (11)

of

— 12
oz +/\8m 0 (12)
8f _
8y +)‘6y =0 (13)



Como, adicionalmente, temos a condi¢do dada pela Eq.(11), notamos que o
conjunto das equagdes que determinam os pontos de maximo (bem como o valor
de A\) é obtido da seguinte maneira: igualem-se a zero as derivadas parciais da
funcgao

f+2Ag (14)

A generalizagio é imediata. Seja f(z,vy, 2, u,v) a fun¢do cujos pontos de maximo
queremos localizar, e sejam g(z,y, z,u,v) = 0 e h(z,y,z,u,v) = 0 condi¢des
subsididrias. Entdo igualam-se a zero as derivadas parciais da funcio

f+Ag+ Ah (15)

onde A; e Ay sdo coeficientes a determinar. Se houver n condi¢des subsididrias
g; = 0, igualem-se a zero as derivadas parciais da funcao

F470 Nigi (16)
i
Os A; sdo denominados multiplicadores de Lagrange.

2.3 Exemplo simples

Voltemos ao problema do paralelepipedo e vamos resolvé-lo pelo método de
Lagrange. A fun¢io cujos méaximos procuramos é f(x,y, 2) = zyz; o vinculo é
9(z,y,2) = zy + yz + xz — K = 0. Logo, temos de igualar a zero as derivadas
parciais da fungdo f + Ag. Um célculo simples leva a

of dg _
9 +/\6:c = yz+Ay+2)=0 (17)
of o9 _
8y+/\3y = zz+Az+2)=0 (18)
of 09 _
P +)\8z = zy+Az+y)=0 (19)

Das duas primeiras temos
yz+ My +2)=zz+ Az + 2)

de onde segue imediatamente que x = y. Das duas dltimas, analogamente, segue
que y = 2. Logo, x = y = z, e se trata de um cubo. Note-se que nio foi sequer
necessario calcular A. Assim, mesmo neste caso muito simples, é vantajoso usar
o método dos multiplicadores de Lagrange.

3 Aplicagoes a fisica

Como primeira aplicagdo, vamos determinar que movimentos um corpo (sis-
tema macroscépico) pode executar no equilibrio termodindmico, ou seja, sob a



condicdo de que a entropia seja um maximo. Seguimos o tratamento do prob-
lema dado por Landau [5]. Dividimos o corpo em um grande nimero de partes
pequenas (mas ainda macroscépicas), e sejam M;, E; e 15; a massa, a energia
e 0o momento da i-ésima parte. A entropia de cada parte é uma funcio de sua
energia interna, isto é, da diferenca entre sua energia total E; e sua energia

2
cinética, dada por 2113\511-' A entropia total do corpo, portanto, pode ser escrita

S = Z S; (E - ;Zi) (20)

Supondo que o corpo seja um sistema isolado, 0 momento e o momento angular
devem ser conservados. Temos, portanto, dois vinculos:

213, = constante (21)
i
ZF,-XP;- = constante (22)
i

onde 7; é o vetor de posicdo da i-ésima parte do corpo. As condi¢oes de vinculo
sdo duas condicOes vetoriais, portanto, na realidade, seis condicbes escalares.
Logo, sao necessérios seis multiplicadores de Lagrange. Mas podemos reuni-los
em dois vetores, denotados por @ e b. Para determinar o maximo da entropia
na presenca desses dois vinculos vetoriais, devemos, entao, igualar a zero as
derivadas parciais da funcao

Si=3" (Si + 3.5+ b.(7 x ﬁi) (23)

i

onde @ e b sdo dois vetores constantes a determinar. A entropia deve ser um
méximo em fun¢do das energias internas. Derivar em relagdo & energia interna
é equivalente a derivar em relacdo aos momentos, logo, para o nosso problema,
as varidveis sdo as componentes P; do momento. Por isso devemos ter

o
&= 24
ap; 1 =" @)
ou, mais sucintamente, .
\% B, S} =0 (25)

—

onde V B é o gradiente na varidvel P;, ou seja, o operador vetorial
0 7+ 254 91
oP, ' oP,’ " 0P

denotando por ¥; = 1\7- a velocidade da i-ésima parte do corpo, temos (veja o
célculo detalhado no apéndice)

- p? P,
VaSi| Bt | =~ = -

(26)



onde T é a temperatura absoluta, e usamos o fato de que

95 _ 1

OE T
considerando-se a entropia como func¢io da energia interna e do volume. O
célculo das derivadas parciais da funcdo S', na Eq.(23), pode agora ser feito
sem maiores dificuldades. Obtém-se

—

+@+bx7=0 (27)
onde usamos V 13('1’.13 =dequeV 135.(7" x P) = b x 7. Introduzindo as notacdes
@=Tade (= Tg, temos entdo:

Gi=d+Qx7. (28)

O significado fisico é claro: o movimento das partes do corpo que é compativel
com o equilibrio é composto de uma translacdo do corpo como um todo, e de
uma rotac¢do, como um todo, com velocidade angular 0.

Por que, entdo, as massas fluidas em torno de nds ndo estdo se movimen-
tando apenas dessa maneira? Por que ndo sdo um sistema isolado: tanto o
bombeamento de energia do Sol quanto a acdo da gravidade da Terra sao acoes
externas, e, nessas condicdes, a entropia ndo tem a obrigacdo de estar num
maximo. Enquanto é ficil blindar o sistema contra a luz do Sol, isto é muito
mais dificil no caso do campo gravitacional. A agdo combinada do Sol e da
gravidade da Terra produz toda a sorte de movimentos “proibidos”, como as
correntes de convecgdo nos mares e ares (estas ultimas popularmente conheci-
das como vento...). Uma aplicagdo interessante do resultado que obtivemos é o
crescimento de cristais em estagdes espaciais. Como elas estdo em queda livre,
o campo gravitacional é eliminado; sendo o ambiente fechado, a radiagdo solar
também néo ests presente. Assim, se estd, nessas estagoes, nas condic¢bes de val-
idade do nosso “teorema”: como sé hé rotagdes e translacoes, que sdo faceis de
evitar, consegue-se crescer cristais em condigoes de total auséncia de convecgao,
0 que permite obter cristais perfeitos (e enormes).

3.1 Outro exemplo : correntes elétricas estacionarias

Seja dado um condutor 6hmico, ou seja, tal que a relagdo entre a corrente e o
campo elétrico seja .

j=0FE (29)
onde o é a condutividade do material. Sabemos que a poténcia dissipada no
sistema, é dada por

/ avi.B (30)

H& um teorema, atribuido a Lord Kelvin, que diz que a distribuicdo de correntes
estaciondrias em um condutor é aquela que minimiza a poténcia dissipada. Va-
mos obter este resultado com os métodos que desenvolvemos até aqui.



Uma distribuicao de correntes se diz estacionaria se
divji=0 (31)

Para determinar completamente ; é suficiente, entdo, dar o valor de rot ] A
poténcia dissipada é dada pela expressio

/ dVj.E (32)
O vinculo, neste caso, é a condi¢do de estacionaridade, que é
divj = 0 (33)

O que nés queremos saber é qual funcio f minimiza a poténcia. Trata-se,
portanto, de uma generalizacio do que fizemos até aqui (que era, dada uma
funcgdo, saber em que ponto era mixima). O problema se resolve assim: a
corrente que gera um minimo de poténcia é aquela particular corrente ; tal
que, acrescentando-se uma pequena correcio 5; a ela, a poténcia ndo muda
de valor em primeira ordem. Trata-se de uma generalizacdo imediata do caso
anterior. De fato, o ponto em que uma fungdo tem um minimo (ou méximo)
goza da seguinte propriedade: mudando-se ligeiramente essa posic¢do, o valor da
fungdo ndo se altera em primeira ordem (é este o significado de a derivada se
anular).Entao, exigir que a “variac¢do” da func¢io seja zero em primeira ordem,
é equivalente a exigir que as derivadas primeiras se anulem. Seja P a poténcia
dissipada. Temos

P= / dvi.E (34)

Substituimos agora j por j + 47, onde §; é um infinitésimo. Obtemos uma nova
poténcia

P+6P = / v+ 67).E (35)
A variacdode P é P+ 6P — P = 6P, com
5P = / dveéj.E (36)
Para a corrente que minimiza a poténcia, devemos ter

5P = / dvéj.E =0 (37)

E claro que a corrente que minimiza a poténcia é a corrente zero. Mas o que
nés queremos é saber qual a corrente ndo-nula e estaciondria que minimiza a
poténcia. Temos entdo que impor o vinculo div ; = 0. A expressdo cuja variacio
em primeira ordem deve ser zero é

/ av {f.E + Mdiv j} (38)



onde X\ é um multiplicador de Lagrange. Porém, neste caso, o multiplicador de
Lagrange deve ser uma funcio A(z,y, 2) em vez de um nimero, como no caso
anterior. Acrescentando-se um §j & corrente e usando j = o F, temos :

/dv<gﬁiif+xﬂmj+aﬂ) (39)

g

cuja variacdo em primeira ordem, que devemos igualar a zero, é:

/ dv (2”?755 + ,\dw(aj')> =0 (40)

Resta colocar o Gltimo termo da integral numa forma mais reveladora. Temos

e e

Adiv(87) = div(A6]) — VA.67

Logo, a integral (40) pode ser escrita

SHES

/dV(z—' +VA).07 =0 (41)

onde a parte do integrando que contém um divergente foi desprezada por razdes
bem conhecidas (4 se anula no infinito). Como §j é arbitrério, devemos ter

7=-2va (42)
2
ou .
rot j =0 (43)

que completa a determinacdo da corrente. Como estas sdo as equagoeses para
correntes estaciondrias 6hmicas usuais, o teorema estd provado: as correntes
Ohmicas estacionarias que minimizam a poténcia dissipada sdo aquelas para as
quais rot 5 = 0 (em dltima anilise, sdo aquelas para as quais V = Rj).
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