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1 A funcao de Green retardada
A fungio de Green retardada é o potencial criado por uma fonte de intensidade

1, puntiforme “no espago e no tempo”, isto é, uma carga puntiforme que existe
s6 num instante ¢', na posi¢ao 7. Como vimos, este potencial é

5 (t o IF—CF’\)
GF—7,t—t) = (1)

As expressOes para os potenciais em termos da fun¢do de Green sio:

p(Ft) = /d3F'/dt'G(F—F',t—t')p(F’,t') (2)
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AFy = E/d37'°"/dt'G(F—F’,t—t’)j(F",t’) 3)
Consideremos, por exemplo, o potencial escalar ¢. Usando a Eq.(1) na Eq.(3),
temos o

3~ 1= ld(t_tl_r_cT)
S 4
om0 = [ & [api ) =g 4)

2 Os potenciais de Liénard-Wiechert

Queremos calcular agora o potencial de uma carga puntiforme de valor e cuja
posicdo, varidvel com o tempo, é descrita pelo vetor R(t'). Logo,

ol t) = ed (7 - R(t)) (5)
e a expressdo para ¢ fica
6 (¢—# -7
2 1) — 3 ! o D ¢
(7, 8) = /d 7 /dt es (7 — F(t)) — (6)



A integragdo em 7 é imediata, dando

[F=R@)|

S, t) = / i’ ( _|:__1%(t')i ) (7)

Resta calcular a integral em t', o que passamos a fazer.

O integrando possui uma § <t —t' - W) que é da forma geral 6 (f(¢')),
com

7 — R(t")|
Hh=t—¢t — |7‘7
7(#) - 0
Seja tg o valor de t' tal que
t—to — |T_R(t0)| =0 (9)
A férmula a ser usada é
1
5U0) = | 8t—to) (10)
k3 t=to
Realizamos este célculo no Apéndice. O resultado é:
5P = | i | 8~ t0) (1)
1 - 7 F—R(t) |
COF=R()| 1/ ¢4
onde introduzimos a notagao U(t') = %. Levando este resultado a Eq.(7), temos
L
s =e [ar——C0 (12
-»_ ! _ v T—
|T R(t)Hl C-\T_"—R‘(t’ﬂl
ou,
e
(M t) = —= 3 (13)
|7 — R(to) — ¢-(F — R(to))|
Um célculo andlogo da
PO )L 1)

|7 — R(to) — L.(7 — R(to))

As Egs.(13) e (14) sdo os potenciais de Liénard- Wiechert: sdo os potenci-
ais eletromagnéticos de uma carga puntiforme com movimento arbitrario, sua
posicdo sendo descrita pela funcido vetorial ff(t) Sao resultados muito impor-
tantes, por sua generalidade. Vamos fazer uso deles para estudar, a seguir,
o dipolo oscilante de Hertz. O célculo dos campos E e B correspondentes
as Eqs.(13) e (14) é um tanto complicado. Por isso, serd feito no Apéndice.
O leitor interessado fard bem em estudar também essa parte, pois contém a
demonstracdo de um fato muito importante: uma carga acelerada irradia.



3 O dipolo de Hertz

A personalidade dominante neste tépico é o grande Heinrich Hertz. As ondas de
radio eram conhecidas, pelos que falam dificil (como os locutores esportivos. .. )
como ondas hertzianas. Segue-se uma pequena biografia que copiei do livro de
Sommerfeld, Electrodynamics. E parte de uma colecdo de fisica tedrica, de 6
volumes, todos espléndidos, e de leitura deliciosa, pela riqueza de comentarios
humanos e préticos que o orientador de Heisenberg, Pauli, Bethe, etc, gostava
de incluir no texto.

Heinrich Hertz (1857-1894): he was born in Hamburg the son of a respected merchant family;
his father was in later years Senator of the Free City. Initially his great modesty prevented
Heinrich Hertz from entering the career of a scholar; instead, he turned to engineering at
the Technische Hochschule in Munich. Soon, however, he begged his father to permit him
to transfer to pure physics. He studied first in Munich, then in Berlin, and became the
favorite student and assistant of Helmholtz. A prize problem set up by Helmholtz directed
him to the testing of Maxwell’s theory. After a short term as a Privatdozent in Kiel he was
called to the Technische Hochschule in Karlsruhe. Even the earliest papers of Hertz show his
mastery in relating theory and experiment. Several of them received the warm recognition
of his colleagues, as his quantitative determination of hardness among engineers, and his
description of the condensation processes in rising air currents among meteorologists. His years
in Karlsruhe, from 1885 to 1889, represent the high point in his creative activity. We mention
in particular his paper of 1888, Forces of electrical oscillations treated by Mazwell’s theory.
It is amazing how much of the later development of radio telegraphy has been anticipated in
this paper. He is also the discoverer of the photoelectric effect, explained later by Einstein in
terms of photons, conceived then for the first time.

Trata-se de estudar a radiacfo eletromagnética produzida por uma fonte os-
cilante localizada: um dipolo oscilante. Uma, carga —e estd localizada na origem;
uma carga +e oscila, em torno da origem, sendo 5(t) seu vetor de posigdo. Entao,
no momento ¢, 0 momento elétrico de dipolo é

p(t) = es(t) (15)
Em termos da notacdo usada na secio anterior, §(t) = E(t). Além disso,
aplt) _ ds _ .
—e— = ].
o e ed(t) (16)

Podemos, portanto, construir imediatamente os potenciais. Usando a Eq.(14)
obtemos

o p(t
At = —— o) __ (17)
c (|R(t0) — 7] Lo, (R(to) - F))
com uma expressao andloga para ¢. Vamos considerar o caso em que
3(t) = 5(0) sinwt (18)



ou se€ja,
p(t) = po sinwt

que da )
P(t) = wpp coswt (19)

No movimento da carga positiva, a velocidade méaxima alcangada é v = ws,
onde s é a sua distancia maxima a origem. Entao,
v ws 27s

TSN (20)

Supondo ¥ < 1 devemos entdo ter |5] < A Vamos adotar esta aproximacio,

chamada aprozima¢io de ondas longas. Suporemos, além disso, que |F] >
|R(to)|, ou seja, que estamos observando o potencial em pontos distantes da
regiao ocupada pelo dipolo. Nestas condicoes,

|E(to) — 7] + @ (R(to) - F) ~T (21)
€ r
to =t—- E (22)
Logo, ) )
A7) = Po) _ AE=2) (23)

O célculo de ¢(7,t) é delicado, pois temos de manter a mesma ordem de aprox-
imacdo. A maneira mais simples de fazer isso é usar a condi¢do de Lorentz,
div A+ 122 = 0. Temos, entéo,

¢ . plt—1)
5 —div Y (24)
Logo,
o(7,1) = —div I - ) (25)
Oral,
dwp( ; <) = ~div p(t — -) + grad— . p(t — C) (26)
Mas,
div it =) = =7t - ) 27
P = CTT.p c
logo,
P8 o Losy Ty losy T
div = —CT—QT-p(t --)- T—3r.p(t - E) (28)

1Ora!!! Pois é, este é o estilo da fisica, da matemética... Precisamos urgentemente do nosso
Machado de Assis, ou do nosso Jodo Guimaries Rosa!



Concluindo,

o) = HL+Er (29)
AFt = % (30)
Pondo, em particular,
P = Posinwt (31)
tem-se )
P'= wpp coswt (32)
€ — - -
(7, t) = wf:j cosw(t — —) + % sinw(t — -) (33)
e
A ) = P cosw(t — - (34)

Suponhamos que r > A (zona de radiagao). Entdo,

wr  27r

—=—>1 35

— = (35)
Na expressdo para ¢, a relacdo do primeiro termo para o segundo é da ordem

de “-, logo, para r > A, o primeiro termo é dominante. Entao,

o _ wpo.T r
o(Fyt) = 2 COSW (t . ) (36)
T wpo r
A = = - -

(7, %) . o8 w(t c) (37)

No problema hj trés escalas de distancia: |R|, A e r. Estamos sempre supondo
que |ff| < A. Restam entao duas possibilidades a analisar: a primeira, ja vista,
é quando r > A, que é a chamada zona de onda, ou zona de radiacdo. A segunda
corresponde a r < A (mas ainda com 7 > |ff|) Neste caso, temos que

. Do, r
670 = Blsinue-7) ()
= pO_?;T (sin wt cos “er_ cos wt sin ﬂ) (39)
r c ¢
po-T
= 1):_3 sin wt (40)

que é o potencial estatico de um dipolo com momento varidvel. Os campos
obtidos sdo os campos estaticos

., P 3(prF

E = —3 + o (41)
- ﬁ‘x 7

B = 3 (42)



Na zona de radiacdo tudo é bem diferente:

F oo LB 0 )
i (7 B)
= e (44)
F o= Lpxr (45)
2 r2

3.1 O vetor de Poynting

Temos c c c
S=_—ExB=—Ex(iixE)=—F 46
4 % 4T x (7 x B) 4 " (46)
Se o angulo entre p'e 7 for 6, teremos entdo
2
~ P sen“f
= 47
4mcdr? (47)
ou ainda, explicitando a dependéncia no tempo,
4,2
S= %sen%serﬂwt 7 (48)

A poténcia média por em? por periodo é dada por

<$=%/S@m (49)

onde T é o periodo. Lembrando que

1 T
— dtsenwt = (50)
0
temos
() = P82 (51)
 8mc3r?

Uma conclusdo importante é que o dipolo oscilante tem uma poténcia que de-
pende fortemente da freqiiéncia (w*!). Isto é a base da explicacdo de Rayleigh
para a cor azul do céu?.

Lord Rayleigh foi um dos maiores fisicos da virada do século XIX para o XX. K tido como
0 maior dos fisico-matemadticos, mas mesmo isto o diminuiria, pois fez também descobertas
experimentais muito importantes, como a do elemento argoénio. Sua obra mais famosa é um
grande tratado sobre a Acustica, The Theory of Sound. Sendo um homem muito rico, traba-
lhava, e tinha seus laboratérios, em um sitio nos arredores de Londres. Sua irma era casada
com Lord Balfour, um dos mais famosos primeiros-ministros da Inglaterra. Entre os muitos
documentos manuscritos que deixou, encontram-se alguns escritos no verso de folhas com o
timbre Downing Street 10, que é o enderco do primeiro-ministro. Tony Blair mora 14. Usava-os

como rascunho!

2A ser vista em detalhe no capitulo do espalhamento da radiagio



3.2 Aspecto dos campos produzidos
Usando a notacdo exponencial a quantidade complexa cuja parte real é pysenwt
é

7= ifoe” ™" (52)

O campo elétrico produzido pelo dipolo oscilante pode entdo ser escrito

. iw? . o ez’w(t—%)
e, lembrando que k = ¢, podemos escrever
. ) ei(kr—wt)
E = ik*{po — (ﬁo-ﬁ)ﬁ}? (54)
. e
// -
7 - -
//
- 7

Suponhamos que a direcio de observacio seja perpendicular a fgy. Entéo, po.7i =

Oe
. ei(kT—wt)

E= ik%T (55)

e, para r > A,

—

E(r+n)\) — E(r) = —n%E(r) (56)

0 que mostra que o médulo de E sé varia sensivelmente se r tem seu valor
aumentado de um grande nimero de comprimentos de onda. Ou seja, a grandes
distancias a onda produzida por um dipolo oscilante é aproximadamente plana.
O termo

Po — (Po-7i) (57)

que aparece na expressdo de E tem uma interpretacdo geométrica simples,
mostrada na figura abaixo.



2
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De uma maneira geral, cada observador (olhando de P na dire¢do ) “vé” um
dipolo de médulo igual & projecao do verdadeiro dipolo na dire¢do perpendicular
a 7. O campo elétrico que o atinge é proporcional a essa projecdo; a intensi-
dade é proporcional ao quadrado dela. Assim, tanto em intensidade quanto
em polarizagdo, é a projecdo do momento de dipolo na direcdo perpendicular
a de observacdo que determina tudo. Em particular, olhando-se na direcdo do
préprio dipolo, nao se deteta nenhum campo de radiacao.

4 Apéndice

4.1 Uma derivada importante

Nesta secao realizamos em detalhe o calculo prometido acima. A funcdo cuja
derivada (em t') devemos calcular é:

F#) =t — ¢4 T RO o9
Temos » L
=1t gt R (50)
Mas
%lF— ﬁ(t')l = %\/(F— ﬁ(t’)) (7 — R(t")) (60)
1 B , .
T o - Rt 2 (T - Rt )) (=0(t")) (61)
_ = ﬁ(ti)).ﬂ’(t’) )
|7 — R(t")|



Logo,

como prometido.

4.2 Os campos de Liénard-Wiechert

Vamos introduzir a notagéo

s = |7 = R(to)| - @ (7- Rto))

Usando-a, tem-se, para os potenciais de Liénard-Wiechert (13) e (14),

e
r t = —
bt =
- ev
ARt = =
) =

O campo elétrico é escrito em termos dos potenciais como:

o - 1984
-1 10 7
= ‘G[V; ‘a—]
1 1. 9ol 1d(t) ds dto

Vs + C—Qﬁ(to)—— -

I
|
)
|
»
V)

c dtg.
Célculo de Fp:

|7 — R(to)| —c(t —te) = 0
o . = oty
6—|T—R(t0)| —c+cat =0
6 - — 8t0 6t0 _
gty T Rlto)l 5y e+ ey
Mas i
QV — Bte)| = [E(to) —ﬂ-v(to) ,
ot |7 — R(to)]
logo,

[R(to) —ﬁ.a(to) o . O
|7 — R(to)| Ot ot
de onde segue imediatamente que

Oto 1

Bt _ [F=Et)]i(t)
7= Rito)lc

Ot s % s2 Oty Ot



0s _ 0 - = ﬁ(to) N =3
& = - el - M- Ao (76)
7 — R(to)].0(te) ¥t . P (t
_r . (to)] 9lto) _ Blto) (F— R(to)) 4+ Tlto) (77)
|7 — R(to)| ¢ ¢
Conseqilientemente,
., 1= 1. 1 1
EFt) = —el|l-—= —(to) - _
*.9) ¢ ( 2 Vet gt — [FR(@].v(to))
|7—R(to)lc
~ e 17 |- R(to)].0(to) _ ¥(to) (F—ﬁ(t )) + 7 (to) 1
s> | |7 — Rto)] c ’ N PR BT
— to C
Como R
68 — r— R(EO) U(tO) (79)
|7 — 7 — R(to)| ¢
temos, juntando tudo,
2
- 1-—(% . T,
Bt = e [—%{(R—m + §|R—m}] (80)
to

1 o R .
+ e|lgzR-Fx ((R—7+—|R—7)x7
s3c c ¢

0
Aqui vemos o campo elétrico dividido claramente em duas partes: a primeira cai
com a quadrado da distancia; a segunda, que cai linearmente com a distancia,
é o campo de radiacdo. Existe apenas quando ¢ é diferente de zero, ou seja,

quando a carga é acelerada.
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