Simetrias fundamentais

Henrique Fleming
with a “little” help from

Julian Schwinger

20-12-2001

1 Transformacoes unitarias

Na mecénica quantica os estados, situagdes de maxima informacdo, sao rep-
resentados por vetores em um espago complexo (bras ( | e kets | }). As pro-
priedades fisicas sdo representadas por operadores lineares hermiteanos sobre
este espago. A liberdade existente na descrigdo fisica corresponde & liberdade
de representagao matematica associada a operadores unitarios,

vt =uvut =1 (1)
ou
vt=u-! (2)
Quando vetores e operadores sdo transformados na forma, seguinte:
g = (U 3)
) = U (4)
X = U'XU (5)

todas as relagées numéricas entre vetores e operadores sdo conservadas:

@B = (@) (6)
(a'| XTb) (a'|X|b') (7
Também a relagao
(@' = |a")! (8)
é conservada: B
(@] =(a'|U 9)
e
)t = (U ')t = (U (10)
logo, - -
('] = [a)! (11)



Finalmente,

X'=wxv) =vxtu (12)

de maneira que se X é hermiteano, X também o é.
Um conjunto completo de estados (a'| forma uma base do espago de estados.
Um vetor arbitrario | ) é representado por suas componentes (a'| ) relativas a

essa base. A expressao é:
)= la')d] ) (13)

e a relacdo ), |a'){a’| = 1 é a relagdo de completude (entre os fisicos, “com-
pleteza”). o
A partir da base {(a'| pode-se obter uma outra, (a'|, por uma trnasformacio
unitédria .
(d| = (a'lU (14)
e as componentes do vetor | ) serdo
(@] ) =(Ul ), (15)

que podem também ser interpretadas como as componentes, relativas a base
inicial, do vetor U| ). Analogamente,

@|X[a") = (d|UXU~|a") . (16)

Suponhamos que sejam realizadas, sobre a base (a/|, primeiro uma trans-
formacdo Uy, e a seguir uma Us. Do ponto de vista “ativo”, o vetor | ) é levado
em Uj| ), e este em Uy(Uz| )). As componentes reagem assim:

(d'| )= Uy = (d'|U1] ) = Uz = {(a'|UUy] ) (17

Esta transformacdo é produzida, em 1 passo, pelo operador U2U; A ordem
oposta das operagoes ¢ efetuada pelo operador U Us. Seja Ujg) 0 operador que
liga as duas ordens, ou seja,

UngU1U2 = UUy (18)

Naturalmente,
Uz = UoUhUs U = Uy (19)

Chama-se transformacgao unitaria infinitesimal uma transformacgdo da forma
U=1+ieG (20)
onde € é um ndmero muito pequeno e G é hermiteano.Temos
Ul=U""=1-ieG (21)

No que se segue vamos, para aliviar a notacdo, supor epsilon incorporado a G.
A transformagdo infinitesimal serd, isto é, denotada por 1+ iG.



Suponhamos que U; e Us sejam tansformacdo infinitesimais unitdrias. O
operador Upg associado a eles é também unitdrio. Como a combinagdo de
um numero finito de transformacdes infinitesimais deve ser uma transformacao
infinitesimal, deve existir G;2) hermiteano, tal que

Upa = 1+iGyg (22)

Qual ¢ a relacdo entre G1o], G1 e G2? Como Upyg) = U2U1U2_1U1_1, segue que
Upng) = (1 +14G2)(1 +iG1)(1 — iG2)(1 — iG1) (23)
= +iG2+iG1—iG2—iG1+i’G2G1 —i° G2 G2 —i’G1G2—i° G2 G1 —i’G1G1+i° G2 G

ou

U[u] =142 (G2G1 - G1G2) + G1G1 + G2Go (24)

e, mantendo s6 os termos lineares,

1
Upgy=1+1 (; [Gl,Gz]) =1+1iG1y (25)

Note que os termos G% e G% sao de segunda ordem, e s3ao cancelados se se escreve a
contribui¢do completa té segunda ordem, que é

.2 5 5 .2
Upgy = (1+iGa + %G2G2)(1+iG1 + Z2—|G1G1)(1 —iGy+ %G2G2)(1 —iG1+ %GlGl) (26)

Desta maneira, obtemos
com

1
Gz = =Gy = i [G1,G] (28)

que introduz o comutador [G1,Gs].
O efeito de uma transformacgao infinitesimal unitdria sobre um operador é
dado por

1
UXU™'=(1+iG)X(1-iG) =X +iGX —iXG =X + SIX.G (29)
ou
UXU™'=X 46X (30)
com 1
0X = R [X,G] . (31)
Da peniltima equagcdo segue que

UNUXU YU =U'XU+U'6XU (32)

ou
X=U"'XU+6X



ou se€ja,

U'XU =X -6X (33)
uponhamos que
UL XUT'=X+6X (34)
com 1
OX == [X,Gi] (35)

Queremos calcular Ua61 XUy 1 onde Uy = 1 + iG> é outra transformacio in-
finitesimal unitdria. Temos

1 1
(L +iG2) - [X, Gi] (1 —iG2) = Z[X, Gi] + G2 [X, Gi] — [X, 1] G2 (36)
de maneira que
LT
U XU; ' =61 X + 3 [z [X,G1] ,Gz] =6HX + 000X (37)

Mais geralmente,
UoU XU UG P = Un( X + 0 X)Uy P = X + 00X 4+ 6 X + 8201 X (38)

e, naturalmente,

DU XU 'UT = X 4 02X + 61X + 616X (39)
Finalmente,
UpyUn XU YU, Y = U U XU, MU = 6260 X — 616.X (40)
Notando que
UUi = UpgUhUs (41)
ULt = U U Uy, (42)

esta ultima relacdo pode ser escrita
Una Ui U2 XU; ' UT Uy — UhUe X U5 P UT = 8y X (43)

Obtém-se assim
(5[12]X = 52(51X - 6152X (44)

que, em termos de comutadores, é escrita:
[X7 [G27 Gl]] + [Gla [X7 GQ]] + [G27 [Gla X]] =0 (45)

que é a famosa identidade de Jacobi.



Consideremos agora um grupo de transformagoes unitarias de n parametros
Ao, (@ =1,...,n), abreviados por A. Se Uy, e Uy, sdo operadores deste grupo, é
necessario que

UA)U (M) =U(A) (46)

onde A = A(A1, A2) sdo os parametros de um outro elemento do grupo. Uma
transformagao infinitesimal do grupo, com parametros §,, é construida a partir
de

G =) 6XGa (47)
a=1
ou se€ja,
U=1+i) 6)\Ga, (48)
a=1

onde os n operadores hermiteanos G, agora finitos, sdo denominados geradores
do grupo. Os geradores ndo sao dnicos, dependendo da escolha de pardmetros:
transformagdes lineares reais e nao-singulares dos parametros podem ser usadas
para passar a um outro conjunto de geradores.

Seja U(dA) o operador de uma transformagao infinitesimal. Submetendo-a a
uma, transformagao unitiria arbitraria, deve-se obter ainda uma transformacao
infinitesimal. Finalmente, devemos ter

UNT'GURN) =Y uas(NGy (49)
b

onde os nimeros uq;(\) sdo reais. No espago dos pardmetros podemos usar a
notacao matricial

UNGUN) =u(NG (50)
Associada a esta, temos (aplicando U & esquerda, U1 & direita):
G = uNUNGUWN)™ (51)
UNGUN™ = v '(NG (52)
ou, finalmente,
UNGUN™ =Ga (53)
com ,
a=(u") (54)

onde a’ é a transposta da matriz a.
Note-se que, se as u forem unitarias, temos

™)'= (@) = @) =u =u (55)

de maneira que, para u unitdrias, 4 = u.
As matrizes u e 4 sdo representa¢ées do grupo unitirio a n pardmetros
U()). (Esta particular representagio é denominada representa¢io adjunta).De



fato, a associagdo de u (e 1) a um operador unitdrio U é linear e preserva a
multiplicacdo, pois

U()\l)_IU()\z)_lGU()Q)U()\l) = u()\z)u()\l)G (56)
e
UX)UM)GUM)TTU )™ = Ga(re)i( ) (57)
Como a matriz d,p estd associada ao operador 1, podemos escrever
u(A) = 1+i) 6Xaga (58)
WA =1+ 6Xafa (59)
Comop 4 = (ut)~!, segue que
1—i) 0Xagl =141 0Xaga (60)
ou
ga = —9, (61)

Se as matrizes u, 4 forem unitérias, g, = gq4-
Como se transforma G por uma transformacao infinitesimal unitéria?

UGN T'GUBA) = (1 -1 dXGa)G1+iY MGy) = (140 dA.g.)G
a b c

(62)
dando
i(S/\b [G, Gb] = i(”\bgbG (63)
ou
[G,Gh] = G = =Gy (64)
Introduzindo a notacgdo
(gb)ac = Jabc (65)
temos
[Ga; Gb] = Z(gb)ach = Zgachc (66)
c C
e dai se vé que
Gabec = —YGbac (67)
Note-se que, no caso de & = u, temos §, = g, = —g', ou seja, g, é antissimétrica.
Logo, neste caso, adicionalmente,
Gabc = —Ycba (68)

e as “constantes de estrutura” sdo totalmente antissimétricas.



Como decorréncia da correspondéncia (que preserva a multiplicagdo) entre
U(A) e u(A) (e @(N)), as matrizes g e § satisfazem as relacoes de comutagio

[ga;gb] = Z GabcYc (69)

[gaagb] = Z JabeJe (70)
De fato, para o caso das g, temos
UsUrGUTUS U UsGUSTUT! = G (a(X2)a(A) — @(A)i(A2)) = — [G, [G1, Ga]]

(71)
Mas,

aA)a() — a(A)a(\g) = (Hz‘ZégAaﬁa) <1+i261Ab§b> (72)
a b

— (1 +1 2 51)\1;!?1;) <1 +1 Z 02Xada
b a

= =D 52Xabi Mdads + Y 51 M02Xadb 00

a,b a,b

= + Z 51)\1;52)\0, [gaa gb]

a,b

Por outro lado,

[G,[G1,G]] = lG,

1 +iZ(51)\bi,1 +i252AaGa]] (73)
b a

G, — Z 61Ab52)\a [Gb) Ga]

b,a

= — Z (51)\[)62)\0, [G; [Gb7 Ga]]

b,a

= — Z 01 )\552)\a [G, Z gachc]
b,a ¢

= Z 51)\b52)\agbachc
a,b,c
Entao
_GZ 51/\b52)\a [ga;gb] = gabcgc (74)
a,b
€
[ﬁa,ﬁb] = gabcgc (75)



Quod erat demonstrandum.
Essas relagdes, e suas parentes préximas

[gm gb] = Z GabcYc (76)
C
podem ser escritas, por extenso, assim:
Z {gabdgdce + gbcd9dae + gcadgdbe} =0 (77)
d

Uma outra forma, abreviada, é
[[Ga; Gb] ;GC] + [[GbJ GC] JGa] + [[GC) Ga] )Gb] =0 (78)

que ¢ a identidade de Jacobi.
Vamos introduzir agora um procedimento eficiente para determinar as con-
stantes de estrutura de um grupo unitédrio definido a partir de suas propriedades

geométricas.
Pondo
Unzy = 140 0uraGa (79)
Ur = 1+4i) 6XGa (80)
Uy = !+i) 6XaGa (81)

e usando a relagdo bésica
Upg = UULU5 U (82)
temos

1+0Y dugheGe = (1403 0aMG)(1+i Y 6iGa) (83)

b a
X (1= 6:AmGm)(1 =i 51XnGh)

= 14)  HXMG0Ga —i° Y 505G AnGm (84)
a,b b,n
— ) 5100 AnGaGm + 17 8 AmGmbi A

= 1= {5201 0a(GsGa — G4Ga — GGy + G1Ga)}
b,a

= 1+ Z (52Ab51Aa [Gaa Gb]

b,a



Assim,

. . 1
? Z 5[12])\ch =1 Z 52/\b51)\a ;gachc (85)
c b,a,c
e, finalmente,
1
6[12] Ac = Zb 61)‘a62)\b(2)gabc (86)

2 A Relatividade de Galileu

As transfromacoes infinitesimais de galileu sdo transformacoes de coordenadas
7,t — 7, t, tais que:

F o= 7—6F (87)
t = t—6t (88)

e
OF = 0€+ 03 X F+ 00t (89)

totalizando 10 pardmetros: 3 vetores (d€, i e d¥) e um escalar (6t). Vamos
comparar as aplicagOes, nas duas ordens, das transformagoes

!

— &7

— 5y

Syl

Jt=t—01t (90)
Jd=t—

2: (th (91)

!

ou seja, vamos calcular as seqiiéncias de transfromagoes 171,2711,2:

17 : F=F+67 ;t=t+0t (92)

91 ?‘:?—}— (52? ;?Zf-i—(sﬁ (93)
F =4 017 + 0o (F + 017) = 7+ 617 + 0o + 020,17

=t + 01t + 0ot + 6,0t (94)

No que se segue usaremos uma modificagdo da notagdo: em lugar de

=yl

usaremos 73). Assim, 74 aparecerd também em lugar de 7 com quatro tracin-
hos em cima. O mesmo para t.

12 7 =70 — 6,72 = 74 51 + 627+ 51027 — 01(F + 827) (95)

73 = 7 4 o + §2017 — 81007
t3) =42 — 5,8 = t 4+ 618 + 6ot + 5102t — 81 (E + 6at) =t + 6ot + G201t — 810at



2+ 7 =73 5,7C) = P 6,7 + 62017 — 61027 — 6o (96)
7Y = 7 4 85017 — 81027
t@ = 403) — 5503 = t 4 6ot + 6901t — 8109t — Sat (97)
tW =t 4 6501t — 6105t

Definindo
O[12] = 0201 — 0162 (98)
temos
(5[12]77: 5[12]€+ (5[12](:)’) X F+ ((5[12]’17)t (99)
Como
0Hr = 0E€+010 xXT+6:Tt (100)
Baf = Gaft 63 X T4 GaTl (101)
(52((5117 = 0301€+ 010 X 07 + 61002t (102)
52 (O1F) = 13 X (5oF+ 523 X 7+ 625 £) + 51065t
(52(517_’.) = (51(3 X (52€+ (51(3 X ((52(3 X f) + (51(3 X (5277t + (Slﬁézt
61(527:) = 020 X 01€+ 020 X ((51(:1' X 7_") + 02 X 01Ut + H2U01t
o que d&, finalmente,
(5[12]€Z (51(3 X (52€— (52(.4_)’ X (51€+ (51?7(5275 - 6217’51t (103)
S = 613 X 6253 (104)
(5[12]17: (51(4_5 X 52’17— 52(:5 X 5117 (105)

A transformagfo unitdria infinitesimal que age sobre os estados,
U=1+iG

é dada por
G = [5@:13 +03.J + 67.N — ot H] + 60T (106)

Os geradores P e J sdo denominados momento linear e momento angular;
H é o operador hamiltomiano; os geradores de varia¢des infinitesimais de ve-
locidades serdo chamados de “boosts”.

A determinacdo das constantes de estrutura,e, portanto, das relagdes de
comutacao, segue a estratégia que vamos expor agora.

Pondo
Gna = dpugAcGe (107)
Gi = 610Ga (108)
G = 5:\Gs (109)
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e, lembrando que

1
Gna = 7 [G1,GY] (110)
obtém-se:
[01XaGa, 02 X6G] = 0121 A:G e (111)
Mas o segundo membro é
i (012168 Ps + Opu2jwiJk + 01120k Ni, — 0127t H) (112)
de maneira que, comparando os dois membros, deduzem-se as relagdes de co-
mutagao.
Exemplo:
[(SlwiJ,-,62ijj] = i5[12]wak (113)
= i6k1m51w152wm=]k (114)
= iekijjkélwi62wj (115)
[Ji, J;] = ienijJi (116)

Néo sabemos ainda como determinar dj;5¢, por néo existir transformacao cldssica
correspondente. Na se¢do seguinte mostraremos como determing-la. O resul-
tado que se obtém é:

5216 = M (518657 — 62€.615) . (117)

Com isto, todas as relagbes de comutagao podem ser escritas. Elas sdo:

[k, il = ierimIm (118)
[Pk, Jl] = i€gimPm (119)
[Nk, Ni] =0 (120)
[P, H] =0 (121)
[Nk, Ji] = i€kim Nom (122)
[Pk, P} =0 (123)
[Py, Ni| = idu M (124)
[Je, H =0 (125)
[Ny, H] = —iP, (126)

Note que
Gy = %[Gl,GQ] = §,G1 = —6,C (127)

pois

8:G1 = UG U, ' — Gy = (1 +iG2)G1(1 —iGy) — Gy (128)
02G1 = :—.[Gth] (129)

11



Usando esta notagdo, podemos escrever

b = (+i0@.J)J(1 —id@) — J
- ]_ - =
s, = = [ ,J.&v}
1
e, da mesma forma,
- ]_ - = -
0,P = -[P,].55) = 63 x P

que revelam a resposta de um vetor a rotacoes infinitesimais, e

1 -
0,H = -[H,J.65] =0

que caracteriza H como um escalar sob rotacoes.

Analogamente, as respostas a translagoes infinitesimais sao

A equacdo

admite a solucao

com
[Ry, P] = i0m

[Si, Pr] = [Si, Ri] =0

Para que se mantenham vélidas [J;, Ji] = i€;p1 Ji, é necessério ainda que

[Si, Sk] = i€t S
que podem ser escritas assim:

Sx§=iS

Finalmente, da resposta de N a translagoes e rtotagdes, obtém-se

N=Pt- MR
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Resumindo,

J = RxP+§ (146)
N = Pt— MR (147)
R, Pt] = bk (148)
[Si,Sk] = €S (149)
[Ri,S] = [P,8]=0 (150)

satisfazem automaticamente todas as relagoes de comutagio.
Teorema: os geradores das transformagdes de relatividade sdo constantes do
movimento.

Segue diretamente da &lgebra.
(i)ﬁ, 13, S nao dependem explicitamente do tempo. Entao, por exemplo, % = l,[13, H]=0.
(ii)N = Pt — M R depende explicitamente do tempo. Entdo,
dN 8N 1 o P
— =4+ Z[N,H]=P-P=0 151
at ot i [N, H] (151)

Seja | ) um estado em repouso em relacio ao sistema inercial S; seja U
omoperador de transformagcdo infinitesimal “de relatividade”. Entao U
;) é um estado, e, na verdade, pode ser considerado como o mesmo estado, visto
de um novo sistema de referéncia S’, obtido do primeiro por uma transformagao
de relatividade que corresponde a uma escolha fixa dos pardmetros. A relagdo
entre s' e S (em termos de pardmetros) ndo depende do tempo. Por isso os
geradores ndo podem depender do tempo.

2.1 A questao do termo (5gz$f na expressao para (¢

Uma transformagio que altera a fase de todos os estados por um mesmo valor,
é equivalente & identidade, na mecéinica quantica. Entdo, quando a ordem em
que duas transformagGes sdo aplicadas é irrelevante, ndo segue necessariamente
que o comutador é zero: ele pode ser da forma (5¢T (que inclui zero como um
caso particular).

A determinagédo de d[12)¢ ndo pode se basear em consideracdes geométricas,
que sdo cléssicas. Temos que determind-la exigindo a consisténcia do formal-
ismo.

A expressdo mais geral para d[;9)¢ = —0[21]¢ €

b = K(6,3.6:— 623.6,8) (152)
+ L(61£526—6255lﬁ)
b M(5126:7 — 6226,7)

onde K, L e M sao constantes. Considere a identidade de Jacobi

[[G1,G2], g3] + [[G3,G1],G2] + [[G2,G3],G1] =0 (153)
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que pode ser escrita

Girazs) + Gisuja) + Gispyy = 0 (154)
e, como
G[12] = 6[12])\11Ga (155)
temos
dn2131Aa + 031121 Aa + [[2371]Aa = 0 (156)

para cada a, e, em particular, para A, = ¢. Usando entdo a expresdo para
d112)9, temos

0 = K [612@.05€ — 630.0719€+ perm. cicl.] (157)
+ L [0126.657 — 83&5.012)7 + perm. cicl.]
+ M [(5[12]6’.(531')’— 03€.0719)0 + perm. cicl.]

Um célculo explicito mostra que o coeficiente de M é zero, enquanto que os de
K e L ndo sdo identicamente nulos. Logo, a identidade de Jacobi forca K e L
a serem nulos, permitindo, porém, que M # 0. Logo,

Sa216 = M (618557 — 52€.617) (158)

3 A Relatividade de Einstein

As transformagdes de Lorentz sdo transformacoes lineares homogéneas que mantém
invariante aforma quadrética g,,2z*z". Escrevendo

" =z — dwh z, (159)
a condicdo de invaridncia imp&e que dwy,z#z” = 0, ou seja,
dwpy = —0wy,, (160)
Conclusdo: as transformacoes infinitesimais de Lorentz sio transformacoes do
tipo
Th =zt — dwh x” (161)

com dwyy = —0wyy.
As transformagbes de Poincaré sdo as transformacoes de Lorenyz e mais
quatro translacoes, ou seja:

Th = z¥ — dwhz” — fe! = x* — (162)

e formam um grupo de 10 pardmetros. A relagdo com os parametros do grupo
de Galileu vem através de

6wkl = lem(swm (163)
Swon = 5% (164)
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A composigdo de pardmetros é obtida lembrando que

(5[12].23'“ = (52(51.(13‘“ —51(521‘“ (165)
Mas
(511‘“ = 61w’“’x,, + 616“ (166)
0201zt = S1wt¥dazy, + 0201
= (Slwuy(SQQJVA.’L'A =+ élw,,,\a?’\ + d1w*? b€, + O201€”
Entao
Spgzt = (1w Sawyx — Srwh 1wy, ) 2 (167)

+ (5160“”(526,, - 52w“"516,,
de modo que

dpowh = 61w dawyn — Gawhdrwyn (168)
6[12](:'” = 51&)‘“’(526” - (52(.4)’“/516,, (169)

Os comutadores da dlgebra de Lie podem ser calculados agora da forma usual,
pondo-se

1
6[12]AaGa = 2[61/\bi7 62ACGC] (170)

G = PHée, + %Jﬂ"éw,w + 6o (171)

Contudo, d[12)¢ neste caso é zero, porque é impossivel construir uma forma bi-
linear antissimétrica (d[12j¢ = —d[21¢) com d; 2€* e 1 2wH” que seja um escalar.
Entao,

PHop101€, + %J“"(S[m]ww = %516)‘52€w[P>‘,Pw] + %516,\520.)(15%[]3)‘,(](1’5] (172)
+ %&waﬁamwaﬁ,ﬁ]% + %ialwaﬁasz[Jaﬂ , M
Dai se tira imediatamente que
[P),P¥]=0. (173)
Comparando os termos que contém produtos dw Jde, vé-se que
pPH (51wu,,g")‘526,\ — égwu,,g"’\éle,\) = (174)

1 1 1
5(516,\(52(,;1”,,5[13/\, J’“l] — E(SQEA(Slqu[PA, Jluj]

P“g”’\élw,“,dge,\ - P“gw‘516,\52wuu = (175)
1

Z(616A52w”y - 526)\51&)”,,)[13)‘, JI“/]
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Antissimetrizando o primeiro termo em relagdo a (u,v), tem-se

1 1

§(PNGV)\ — PYg") 81w, 006 — E(P"g”’\ — P"g"Moowubiex = (176)
1
2—7:((516,\52wu,, - (526,\(51(,0”,,)[P/\, J’“’]

de onde se tira, finalmente,

1
2[P*, JH] = PYgtr — prgvA (177)
Casos importantes sdo:
[PO,P”] = 0 (178)
i[P°,J*] = 0 (179)

De maneira andloga se obtém

1
E [J;u/; Jn/\] = gunJI//\ - ganp/\ + guz\Jpn - gu/\Jun (180)
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