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1 Teoria de Maxwell

1.1 As equacgoes

A descoberta, por Maxwell, de que a luz é uma onda eletromagnética, foi uma,
das mais importantes de toda a histéria da ciéncia. Neste capitulo veremos
como, dentro da teoria de Maxwell, se descreve a reflexdo e a refracdo da luz
na passagem de um meio para outro, separados por um plano. Trata-se de
um problema cldssico, cuja solucdo era conhecida séculos antes de Maxwell.
A teoria de Maxwell, ao reobter esses resultados, os enriquecerd, fornecendo
uma descricdo das intensidades com que os fendémenos em questdo ocorrem,
bem como importantes conseqiiéncias, para eles, do cariter vetorial das ondas
eletromagnéticas, ou seja, da polarizagdo da luz. No tratamento cldssico da
refragdo, por exemplo, determina-se a dire¢do do raio refratado (pela lei de
Snell-Descartes), mas ndo se d4 nenhuma informagao sobre a intensidade da luz
refratada em relagdo & intensidade da luz incidente.
As equagdes de Maxwell num meio simples, cujas propriedades eletromagnéticas

podem ser sintetizadas nas constantes € e yu, sdo:
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o 10B

E = -2
V x o (3)
- — 47'('—' 165
V> H c]+06t (4)

onde p e j sdo, respectivamente, as densidades de carga “verdadeira”, isto é,

cargas que ndo sdo de polarizagao, e correntes “verdadeiras”, ou seja, que trans-
portam cargas macroscopicamente (excluindo-se, portanto, correntes eletronicas,
por exemplo). Das equagdes de Maxwell se obtém equagdes de onda. Tomando



o rot da Eq.(3), tem-se:

—

VxVxE = —-2Vx
0

:Iu S-'?‘ %}l

_poVxH
ot
6 47 o 1 65

= ~Calaitia)

Olt QI|—~

Suponhamos_‘ que € e [ 3
VxVE=V(V. ) V2E e V.E =0,

=0 —a_ l]/
ou, usando D= eE_f,
=y = ped’D
D=z =0 ©)

—. (7)
Um célculo andlogo para o campo magnético leva a
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Nos meios transparentes, que sao 0s que nos interessam neste capitulo, tem-se,
em geral, 4 & 1. Por causa disso omitiremos p das nossas férmulas, a seguir.

1.2 As solugoes

—

As solugbes das equagdes para E e H sdo

E = %5eiw<ﬁ¥—t> 9)
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onde a é uma constante (amplitude da onda) e os vetores € e h sdo os vetores
(unitdrios) de polarizagdo dos campos elétrico e magnético, respectivamente, e
estdo definidos na ﬁgura (0] vetor P é um vetor unitdrio na direcdo e sentido da
propagacdo da onda. p, € e h nessa ordem, formam um triedro dextrégiro.
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As solugoes apresentadas acima sdo ondas planas e monocromaticas que se
propagam na matéria. Os campos incidentes sio:

-ﬁi = alﬁleiw(\/ailcm-—t) (12)

Os campos refletidos sdo
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e, finalmente, os refratados sdo
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Temos ai solu¢bes para o meio 1 e solugdes para o meio 2. A conexdo entre elas
é feita através das férmulas bem conhecidas do eletromagnetismo,

f.(Dy—Dy) = 0 (17)

ix (B —E) = 0 (18)
i(By—B,) = 0 (19)

i x (H —Hy)) =0, (20)

que devem ser satisfeitas nos pontos da superficie de separagdo dos meios. No
meios 1 e 2, os campos elétricos totais sdo:

E, = E,+E, (21)
E, = E, (22)



2 Refracao

2.1 Diregcao da propagacao

Como conseqiiéncia da Eq.(17), temos
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Esta relagdo, envolvendo exponenciais, que formam um conjunto completo, sé

admite solucdes de dois tipos: ou os coeficientes de cada exponencial se anulam,
ou temos

eiw(@iﬁ.?—t) _ eiw(‘/j_li)"l.f'—t) _ eiw(@f&.r—t) (24)
e, neste caso,
fi.(al\/aé'l + all\/aédl — az\/agz) =0 (25)
Da Eq.(24) segue que
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Usando a notacdo descrita na figura acima, temos
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ou cos ¢; = cos @}, ou ainda, ¢; = ¢ e, finalmente,

6, =0 (28)

que é a lei fundamental da reflexdo.
Da segunda relacdo segue que

Vercos g1 = \/ezcos d2

ou,

Versinf; = \/easin s (29)



que é a lei de Snell-Descartes da refracdo, acrescida da informacao de que, se n;
é o indice de refracdo do meio i, entdo

ni

(30)
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2.2 Intensidades

As leis classicas da refragdo e reflexdo nada dizem sobre quanto da luz é re-
fletida, e quanto é refratada. Na seqiiéncia de nosso programa de descrever
esses fenOmenos a partir da teoria de Maxwell da luz, vamos obter agora ex-
pressoes para as intensidades relativas da luz refletida e da refratada.

Uma vez satisfeitas as condi¢Ges dadas pela Eq.(24), que nos levaram as
leis de Snell-Descartes, resta-nos explorar as relagoes da Eq.(25). Sdo elas que
nos informar&o sobre as intensidades mencionadas acima.! As equacdes & nossa
disposicdo sao

(a1 V@@, + dael —asy/aés) = 0 (31)
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A.(arhy +alhy —ashs) = 0 (33)

7 x (ayhy + d\hy —ashs) = 0 (34)

Para obter resultados inteligiveis, vamos estudar dois casos particulares: o
caso em que o campo elétrico oscila mantendo-se perpendicular ao plano de in-
cidéncia (aqui é o plano da folha), e o caso em que o campo elétrico oscila parale-
lamente ao plano de incidéncia. Como se sabe, qualquer estado de polarizacio
da luz pode ser obtido por combinacao linear desses dois casos particulares.

INote que, enquanto as leis de Snell-Descartes sdo conhecidas hd muitos séculos, essas leis
da intensidade s6 puderam ser deduzidas no fim do século 19, embora um resultado um pouco
mais fraco tivesse sido obtido por Fresnel no comego daquele século.



2.2.1 Campo elétrico perpendicular

Neste caso o campo magnético é paralelo ao plano de incidéncia, e os vetores de
polarizagdo pertinentes sdo mostrados na figura abaixo.
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A terceira condic¢do de contorno d4
ap sinf; + aj sin@; — assinfy =0 (35)
enquanto que da quarta se tira
ay cos By — aj cos By — as cosfs =0 (36)

Multiplicando a Eq.(35) por cosf; , a Eq.(36) por sinf; e somando as equagdes
resultantes, temos

as sin (01 + (92) =2 sin261a; (37)
de onde sai que
sin 201

a/2 = m al (38)

Multiplicando a Eq.(35) por cos#s, a Eq.(36) por sinfs e subtraindo a segunda
equacao assim obtida da primeira, temos

ay sin (6, — 02) = —a) sin (61 + 6)

ou
’ sin (01 — 02)
ay=———F——"-%
sin (61 + 62)
A Eq.(38) d4 a amplitude da onda transmitida; a Eq.(39) d4 a amplitude da
onda refletida.

ay (39)



Passemos ao célculo das intensidades. Na teoria de Maxwell isto significa
determinar o vetor de Poynting S. A intensidade do campo incidente é
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_ 47‘:\%/% cos? [w(%"li‘— £)]e1 x hy
= 47?\%/05 cos® [w(% p1.7" — t)]P1

A intensidade propriamente dita é o fluxo de S.7, sendo 7 a normal & superficie
em questao. Entdo, por unidade de area,

cos? [w(¥—py.7 — t)]p1.7 (40)

E raro que se queira saber a intensidade com tantos detalhes. Em geral é
suficiente, e mais til, calcular a média por periodo da intensidade, o que é dado
por
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que, no caso da onda incidente, é

< §i>=-4 (5 *)1/T 2 (X 7 — )] dt (41)
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O célculo dessa integral é elementar. O resultado é o seguinte:

%/OT cos? [w(A —t))dt = % (42)

onde A é qualquer constante e T = %’r Pondo 1.7 = cosf; temos entdo

4o alc
< St >h= 871'—\/5 cos 6 (43)
Para a intensidade refletida um célculo andlogo da:
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< S >h= 87‘:1/‘;_1 cos 6y (44)
Para a intensidade transmitida,
3=t ajc
< St >p= .S cos 6y (45)

Estamos agora em condic¢oes de definir a reflezividade R} e a transmissividade
T, dessa ondas:

_ fluzo de energia da onda re fletida

R, (46)

idem da incidente



_ fluzo de energia da onda transmitida
B tdem da incidente

T,
Uma simples substituicdo da:

_ sin2 ((91 — 02)
T sin® ((91 + 02)

sin 264 sin 26,

 sin? (61 + 62)



2.2.2 Campo elétrico paralelo

Quando o campo elétrico é paralelo ao plano de incidéncia, o campo magnético
é perpendicular. Os vetores de polarizacdo relevantes sdo mostrados na figura
abaixo.
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Neste caso as condicoes de contorno se escrevem
ﬁ.(al\/aé'l + a'l\/aé"l - az\/e_2é'2) =0 (50)
L 1 ., 1, 1 .
_— - S = 0 51
7 X (a1 \/ael + ay \/ael az\/€_2€2) (51)
de onde sai (veja a figura)
ai+/e1sinfy + aj+/e1 sinf; — az\/ezsinfz = 0 (52)
1 1 1
——cosf; —a,——cosf; — as——cosfy =0 53
al\/acosl al\/acosl azﬁCOSQ (53)

Multiplicando a Eq.(52)por % cosf; e somando & Eq.(53) multiplicada por
\/€1sin 6, obtém-se

sin 260,
= 4
= G0 (01 + 02) cos (01 — 62) ™ (54)
e depois, sem dificuldade,
o tan (01 — 92)

T Can (0, + 62) (55)

Podemos agora calcular R e T.

2 p—

R” tan ((91 (92) (56)

tan? (01 + 02)
T = — sin 264 sin 26, (57)
sin ((91 + 02) 0082 (01 - 92)




que sdo conhecidas como as férmulas de Fresnel.

2.3 Abplicacgoes
2.3.1 Angulo de Brewster

Tomando-se 01 + 62 = 7§ tem-se que R = 0 e T = 1, o que quer dizer que,

nessa condicdes, ndo h§ reflexdo, sé transmissio.

“Peixe”

Como a luz natural é uma mistura em partes iguais das polarizagdes || e L,
quem olhar para a superficie da 4gua no dngulo certo (4ngulo de Brewster), rece-
berd luz polarizada, ja que a componente de polarizagio paralela nao é refletida.
Esta polarizagdo por reflexao foi descoberta por Malus. Entao, olhando-se para
a superficie da agua nesse dngulo, e usando-se um polaroide para eliminar a
polarizagdo perpendicular, serd possivel enxergar bem o que existe abaixo, pois
ndo haverd reflexos atrapalhando (veja figura). Ou seja, o observador que olha
ao longo da reta que termina em b, e elimina a polarizacdo perpendicular com
um nicol (polaroide), ndo vé o Sol, e vé o peixe (que, sem isso, ndo seria visto,
por causa da imagem do Sol superposta a ele).

2.3.2 Incidéncia perpendicular

Neste caso supomos que o angulo de incidéncia, 61, seja muito préximo de zero.
E claro que 0 também o serd. Apezar de ser um caso particular, é um caso
importante. Por exemplo, a deteccdo de um objeto pelo radar, que envia um
pacote de ondas e o recebe de volta, sé pode se dar nessas condicles.

Usando as féormulas anteriores, obtemos:

01 — 0>\
R = 58
+ (01 +02) ( )

46,0,
T &= — 59
+ (01 + 67)2 (59)

e, 0 que é caracteristico dessa incidéncia perpendicular, os mesmos valores valem
também para R) e 7). Usando a lei de Snell e a aproximagéio, para pequenos
angulos, sinf = 0, temos

01 no

02 - ni
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e, em conseqiiéncia,

_ (np—m)?
R = (2 £ 11 )2 (60)
4’fL1’I'L2
T = Gnrmy (61

sendo desnecessario especificar o estado de polarizacdo. Na passagem do ar
(ny = 1) para o vidro (n2 = n) temos, supondo n = 1,5,

1

RZ%

isto é, 4% da luz é refletida, na incidéncia perpendicular. Para um indice de
refracdo alto, haverd muita reflexdo. O diamante tem indice de refragdon = 2, 3.
Isto d4, usando a Eq.(61), uma reflexividade de 15%, muito alta. E por esta
razdo que o diamante brilha tanto!
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