Interacao Eletromagnética,
Formalismo Hamiltoniano

O problema que estudaremos aqui é o seguinte: uma particula de massa m
e carga ¢ esta sob agao de um campo eletromagnético descrito por EeB.
Determinar o Hamiltoniano da particula.

Nao fosse pelo campo eletromagnético, o Hamiltoniano seria o de uma
particula livre,
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A forca que age sobre uma particula de carga ¢, devida aos campos elétrico
e magnético, é (forca de Lorentz):

F=q(E+ 2 x B)
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Em termos dos potenciais, temos,
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descreve o movimento de uma particula sob a acao da forca F'. Aqui, como
de costume, T representa a energia cinética. De fato,
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Logo,
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Conclusao: L = T—q¢—|—%17.ff. Passemos agora a construgao do hamiltoniano.
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e, entao,
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Precisamos agora de uma propriedade importante das funcées homogéneas,

o teorema de Euler (ver Apéndice):
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Vamos usa-lo para calcular o Hamiltoniano H:
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ou seja,
H=T+q¢

Ora, p; = 3—; +2A; = mv + %A’, pois T' = mTW Logo,
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e, finalmente,
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Em palavras, no Hamiltoniano livre
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substituo p por p— %ff, e adiciono q¢. Esta é a chamada substituicao minima,

ou acoplamento minimo. Se o hamiltoniano for mais geral, do tipo

onde V(7) é a energia potencial, a mesma regra vale. Adicione-se ¢® e
substitua-se p por p' — %fi’ Se houver varias particulas, de momentos pj,
faca-se a mesma substituicao para cada p;, adicionando-se termos de energia
potencial ¢;¢ para cada particula. Essas generalizagoes sao faceis de demon-
strar, seguindo exatamente o padrao do caso de uma particula livre.



Apéndice

O teorema de Euler

Uma funcao f(z1,o,...,2,) é dita homogénea de grau k se
fOAz, Az, ...y Azy) = Mo f(21, 29, ..., 7,,) (8)

Por exemplo, f(z,y) = zy é homogénea de grau 2;f(x,y, z) = 2%y + 32z +
5ryz é homogeénea de grau 3.
O teorema de Euler diz que, se f é uma funcao homogénea de grau k,
entao of
— =k 9
A demonstracao é muito simples. Derive a Eq. 8 em relacao a A, e depois
tome A = 1.



