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1 Introducao

Quando um campo elétrico oscilante, como o de uma onda eletromagnética,
atinge um dielétrico, cria um dipolo oscilante em cada dtomo. Para freqiiéncias
ndo muito distintas da freqiiéncia natural de vibracdo do atomo, este vibra em
unissono com o campo. Suponha, porém, que a freqiiéncia do campo seja muito
mais alta do que aquela em que é facil para o 4&tomo vibrar. O que acontece é que,
quando o 4tomo iniciou a vibracao solicitada pelo campo, o campo ja mudou, e o
fendmeno se complica, ja que a inércia do 4tomo conserva uma certa “meméria”
dos campos que j4 ndo existem mais. Assim, a polariza¢do do dielétrico tem uma,
dependéncia complicada com a freqiiéncia do campo polarizador. A polarizacio
depende, isto é, tanto do valor do campo no presente, E(t), quando dos valores
do campo no passado, E(t — 7). Além disso, e principalmente, a constante
dielétrica, que sumariza os efeitos da polarizacdo , dependerd da freqiiéncia.
Como a velocidade da luz é inversamente proporcional a +/€, concluimos que a
refragdo dependerd da freqliéncia: a refracio separard as cores (daf o nome de
dispersdo para este fenémeno).

Antes de mais nada, investiguemos se faz algum sentido tentar descrever a
dispersdo com o uso da fisica cldssica.

Um campo elétrico que varia no tempo varia também no espaco, e essas
variacoes estao ligadas pela relacdo A = <, onde v ¢ a freqiiéncia e A é o com-
primento de onda. Existem freqiiéncias para as quais A é da ordem do raio
do atomo: para essas, claramente se necessita da mecanica quantica. Existira
algum intervalo de freqiiéncias para as quais a dispersdo ja é importante mas
A > a, onde a é o raio do atomo? Seja v a velocidade tipica do elétron num
atomo; entdo ¢ serd o tempo tipico para uma deformagio do 4tomo, e 7 serd
a freqiiéncia das deformacdes, wgey. O comprimento de onda correspondente &
freqiiéncia de deformagGes, wqef, € eficaz para a dispersdo. Como v < ¢, temos

A~ =%y
Wdef ° v

logo, teremos dispersdo importante ainda com A >> a, dominio de aplicabilidade
da fisica classica.



2 Equacoes constitutivas

As equagoes de Maxwell

VB = 0
VD = 0
. 10B
E = ———
VX c Ot
vxi = 122
c Ot
e a expressdo da polarizacgao,
_D-F
P =
47
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precisam ser suplementadas por equagbes constitutivas. Para freqliéncias altas
temos, normalmente, campos fracos, o que sugere uma relacdo linear entre D e

E. A existéncia de memdria sugere, entéo,

D( / F@E({t-T1)dr

Introduzindo as transformadas de Fourier

-1 /  dwBw)e
TJ -
obtém-se!
/ dwe_“"t( / drf(r
ou seja,
Dw) = ewEW)
(W) = 1+ /0 " drf(r)eir
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Portanto, para campos periddicos, é vantajoso expressar as equagoes constitu-
tivas em termos da freqiiéncia; naturalmente €(w) depende das propriedades do
meio. Note que €(w) é um nimero complexo, podendo ser escrito

e(w) = € (w) + i€ (w)

e(—w) =1—|—/000d7'f(7')e iw

Equivalentes & relacdo e(—w) = €*(w) sdo:
d(-w) = €()

6"(—&)) — _ell(w)

e, usando Eq.(20),

LE(t) é real. Logo, E(t) = E(t)*, o que implica em E(—w

(w) (7)
(8)
9)
= E(w)*



ou seja, a parte real de € é uma funcio par; a parte imagindria é uma fun¢do
impar. Numa expansdo em série de poténcias de w, a parte real de € comegara
com uma poténcia zero de w (a constante dielétrica ordindria), vindo a seguir
uma corre¢do quadritica. J& a parte imagindria conterd apenas poténcias
impares, e, em particular, se anula para w = 0. Em outras palavras, o lim-
ite da eletrostatica ndo oferece qualquer informacéo sobre a parte imaginaria da
permissividade (que é o nome “oficial” de ).

3 Limite de altas freqiiéncias

No limite w — oo ndo hé polarizacéo, ou seja, e(oo) — 1. A seguir obteremos
o comportamento de e(w) para grandes valores de w de forma mais detalhada
usando um modelo muito simples.

Se a freqiiéncia for grande comparada as freqiiéncias dos movimentos de
todos os elétrons, esses poderdo ser considerados livres. Além disso, de v < ¢
segue que =, a distancia percorrida por um elétron durante um periodo da

oscilacdo satisfaz a

v c A

— K ===

w w 27
Logo, o elétron, durante um periodo, explora uma pequeninissima porcdo de
um comprimento de onda, ou seja, praticamente ndo sente a variacio espacial
do campo. Pode-se, entdo, tomar o campo como uniforme. A equagdo de

movimento do elétron serd

ou

pois, para a dependéncia harmonica e™? da velocidade, a derivada no tempo é
equivalente a multiplicacao por iw. Logo,

- e =
r=—F
mw
e, também,
o el
rF=—
mw?

O vetor de polarizacao P (momento de dipolo induzido por unidade de volume)

e

onde N é o numero de elétrons por unidade de volume. Conseqiientemente,

e?NE
mw?

P=—

A relacdo bem conhecida (que é, de fato, a definigio de 13)

¢E = E + 47 P



leva entdo a

ou, finalmente, a

(10)

que é o limite procurado.

4 A energia do campo em meios dispersivos

Em um meio dielétrico isotrépico de dispersao desprezivel se tem

divs = _66_11{

onde S é o vetor de Poynting e U a densidade de energia, dada por
1 72 732
U=— (eE + pH )
8

O resultado exato, que ndao depende de hipbteses sobre a existéncia ou nao de

dispersdo é:

- 1 (~8D - 8B

div § = —— (E.6—+H.6—) (11)
7r



Na figura acima, o retangulo tracejado delimita um trecho do meio material
onde a onda se propaga. E suposto que esse trecho é longo o suficiente para que
toda a energia da onda seja absorvida, de maneira que, da energia que penetra
no volume pela face A, nenhuma emerge pela face B (5" é L &s faces A e B).
A integral volumétrica de div S da, entdo, a quantidade de energia absorvida.
Como ela é transformada em calor, hd uma variacdo da entropia, que é, pela
segunda lei da termodinidmica, necessariamente positiva, dada por —div S.

Pondo

1

. 1 - .
D = S(eE+eE)
oD —w [ = ~
at 2 ( ¢

— —
e analogamente para B e H, temos

. 9D TR - - Lo
OD _ W1 5 — e BB + B .F — .5 (12)

ot 4
Os termos em E.E* ndo oscilam. Os outros termos tém um fator oscilante

et?iwt o desaparecem na média por periodo, de maneira que a contribuicdo

finita é . w . .,
—div§=0Q= 8—(e"|E|2 +u"|H?), (13)
Y[s

representando a quantidade de calor produzida por unidade de tempo e unidade
de volume. @ tem de ser positivo, e daf seguem os importantes resultados

Mais geralmente, para o caso ndo-monocromatico, procede-se assim:

_ ® . dw
— —iwt
E(t) _/_oo E(w)e o



8‘5 . * » —iwt%
i —z/ we(w)E(w)e o (17)
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com E(—w) = E*(w). Vamos construir agora os vérios termos que aparecem na

1 o = 0D _ ? < ! < i TN 1 * —i(wtw’)t
yo OOE Edt = i [m dw - dwwe(w)E(w)E(w)E[w dte
/L. o0 o0 - -
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onde usamos ~ J
/ we @BPE = o
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uma vez que o integrando é funcdo impar de w. Logo,
* _ 1 * n o 2 " 7 2 dw
[ eit=f [ (@B@P +w@EWE) >0 a8)
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com €’ (w) > 0 e p"(w) > 0 para todo w.

5 Propriedades analiticas de ¢(w)

Decorrem da representacao integral de e(w), Eq.(20), que repetimos para a con-
veniéncia do leitor,

=,
E
I

e(w)E(w) (19)
ew) = 1+/0 drf(r)e™” (20)

lembrando que f(7) é finita para todo 7, incluindo 0. Para dielétricos, f(7)
tende a zero para 7 — 0o. Escrevendo

ew)=1+ / b f(r)e T gy (21)
0

vé-se que
o
/ drf(r)e™ 7e“ T (22)
0

indica que e(w) ¢ analitica em w para w' > 0; para w” < 0 a representacio in-
tegral ndo é vélida, e os valores de € no semiplano inferior w devem ser obtidos
por prolongamento analitico do semiplano superior. Havera, em geral, singular-
idades. No eixo real (w” = 0), ¢(w) ndo tem singularidades, pois, para w' > 0,
temos valores fisicos de €', que é fun¢do par de w. Na origem nio h4 singulari-
dades para dielétricos, mas hd um polo para condutores (ver abaixo).



Note-se que a analiticidade de € no semiplano superior é uma conseqiiéncia
do fato de a integragdo em 7 ser de 0 a oo, e ndo de —oc0 a oo. Logo, essa
analiticidade é uma conseqiiéncia da causalidade.

Os teoremas bésicos usados nessa andlise sdo os seguintes:
1.Titchmarsh, 2.83[1]

Let f(z,w) be a continuous function of the complex variables z and w, where z ranges over a
region D, and w lies on a contour C. Let f(z,w) be an analytic function of z in D, for every
value of w on C. Then

F(z):/f(z,w)dw
c

is an analytic function of z in D, and

(= [ 2
F(z)_/cazdw

No nosso caso €(w) é definido pela Eq.(20), que envolve uma integral num con-
torno (semi-eixo real positivo). As varidveis z e w do teorema sio, respectiva-
mente, w e 7. Para mostrar que ¢(w) é analitica para w” > 0, temos de mostrar
que:

1.e™7 ¢ analftica em w para w" > 0 e para todo 0 < 7 < 0o. Obvio.

2.f(7)e™™ é uma fungdo continua de w e 7 para w” > 0e 0 < 7 < oo.
Contudo, ha o problema da convergéncia da integral. Por isso, temos de usar
um outro teorema (Titchmarsh 2.84)[1]:

and similarly for higher derivatives.

Let C be a contour going to oco. Suppose that the conditions of the precedent theorem
are satisfied on any bounded part of C, and that

/ f(z,w)dw
c

is uniformly convergent. Then the results of the previous theorem still hold.

e} 7 .z e} iw’ —w" 7 .
Ora, [, f(r)dr é convergente por hiptese. [/~ f(7)e™ 7e™“ 7 é mais con-
vergente ainda, para w” > 0, do que a anterior. Logo, é uniformemente conver-
gente.(E majorada por uma integral uniformemente convergente).

6 Relacoes de dispersao

Considere a integral

I= / w-1,, (23)
c W —Wwo

no pano complexo w. O ponto wg é um valor real e positivo de w. O contorno

percorre o eixo real de —oo a 00, "salta” o ponto wy como indicado na figura, e

se fecha por um semi-circulo de raio R no semiplano superior. Toma-se depois

o limite R — oo.
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wo

e(w)
w—wo

Pela analiticidade de
no circulo grande é zero, pois tomando w = Re®?,

e(Reia) = 1 +/ eiTRewf(T)dT
0

o
— 14+ / eiTR cos Gef‘rRsin af(T)dT
0
- 1
e(Re) -1 =0
Por outro lado,

1= [ Reiap BN 1
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. i0 i0
. ISE) edf (e(Re”) —1) =0
o Ret? — wy /0 (<l )=1)

Em conseqiiéncia,

/”0766(@7—1dw+/00 de+/o W lh=o

— 00 W — Wo 0+€w—w0 W —Wo

onde C' é um semicirculo em torno do ponto wp.
A terceira integral d4, trivialmente,

W — Wo

/ 5(“’)7_1(1“, = —im(e(wo) = 1),
c

no limite € = 0 (e é o raio do pequeno semicirculo C"). Logo,

[y [ DTy

— o0 W — Wo o+te W — Wo

i(e(wo) = 1) = 5/00 w=1,,

T J_oo W—Wo

no interior do contorno, temos I = 0. A integral

(29)

(32)

onde P indica o valor principal de Cauchy. Neste ponto é conveniente fazer
mudar a notagdo. O que era w passa a ser x; O que era wg passa a ser w.



Tomando agora separadamente a igualdade entre as partes reais e imaginarias,

temos: o . .
i (W) + i€ (w) — 1) = / (o) i) -1, (33)
— rT—w
de onde sai imediatamente que
1 > €(x)-1
! = ——P —d 4
“w = —P[ H—ds (34)
, 1 /oo 6Il(x)
-1 = =P
€ (w) - N wda: (35)

que sdo as relagdes de Kramers [2], Kronig[3]. Estas relacbes tém intmeras
aplicagdes. Damos alguns exemplos.

1. Se um meio dielétrico ndo absorve em nenhuma freqiiéncia, também nao po-
lariza em nenhuma freqiiéncia, ou seja, é o vacuo. Logo, s6 o vacuo é totalmente
transparente.

2. Se um meio se polariza, necessariamente absorve (logicamente equivalente &
anterior!).

6.1 Meios transparentes

Meios dielétricos podem ser transparentes, isto é, ter absorcdo nula, para certos
intervalos de freqiiéncia. Suponhamos que um meio seja transparente em um
intervalo que inclui a freqiiéncia w. Entdo ¢’(w) =0e

fw)—1= lP/_Z GHE””) o =1 /Oo G (36)

™ T —w T)T—Ww

ja que a singularidade em w desaparece por causa do zero no numerador. Derivando
em relagao a w,
e’ 1 [~ , dx
—=— e€'(r)——= >0 37
| ezt (37)

dv 7 J_

ou seja, a permissividade (que nome!) cresce com a freqiiéncia. Ora, n = €2

(onde n é o indice de refragéo), logo,

dn de'
% = 2€I % (38)

Na Eq.(35), usando o fato de que €¢"'(—w) = —€"(w), podemos por

1 00 6"(.’17)
"w)y—-1 = =P d
€ (w) - /_Oow_ww (39)
1 0 n 1 oo _n
- —P/ ﬂder—P/ @) gy (40)
T JoZ—Ww T Jo T—w
1 0 n 1 oo _n
— _p/ ﬂdm+—P/ ﬂdw (41)
T Joo =T —W T Jy T—w
1 *° 1 1
= —P/ €'(x) ( + >da: (42)
T Jo r—w rtw



_ _p / powtTte,, (43)
- ;P /0 ”“;EII(”Z])Qd:c (44)

Se o0 meio é transparente para a freqiiéncia w,

de 4w
/ dz —w2 >0 (45)
2, 22 [ g€
PEW) —1) = —/ do = (46)
(w? — z2)ze" x3e(
- / gl = 2)ze (@) / a2 —w2 (47)
»’836"(37) 2 "
- =z -z 4
7r/0 da:x2_w2 7T/0 ze' (x)dx (48)
d do [ z3"(x)
-1 ————d
T -n=2 [" Z w0
de onde segue que
d !
2w (€' -1 — >0
w(e'(w) —1) +w? i
¢ de' 1-¢
— >2
dw > w
Concluindo, temos as desigualdades
de'
— 4
70 > 0 (49)
de' 1-¢
— 2
w - (50)

Note-se que, se € < 1, a segunda desigualdade é mais forte.

6.2 Relagao com a velocidade de propagacao.

A velocidade de propagagao da onda no meio material é a velocidade de grupo,

dada por . Temos k(w) = /€ . Considere um meio ndo dispersivo para
um certo 1ntervalo de frequenmas que inclui w. Nele, k = Ve’ 2, e

dk _ e

dw ¢

ou seja, a velocidade u satisfaz

10



Em meios dispersivos,

dk 1d
- —_ - !
dv cdw( ew)
1d
= E%(nw)
u = ¢
%(nw)

Colocando €' = n? na Eq.(50), vem

dn?

—_— 1

1o >0 (51)
de onde segue que

dn

— 2

7o >0 (52)

que é uma relacdo muito importante: ela ordena as cores na dispersdo. Na
decomposicao da luz branca por um prisma, a luz mais desviada é o azul, de
freqiiéncia mais alta. Note-se que ndo se fez uso de nenhum modelo para a
dispersdo. Isto é uma conseqiiéncia da causalidade. Note-se ainda que

i(mu) —wd—n +n>n
dw - dw
Logo,
i(nw) >n
dw
€ c c
= <= 53
4= () < (53)

que mostra que a velocidade de grupo é sempre menor que a de fase.
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