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1 Dinamica

Apresentamos nestas notas o tratamento do principio variacional no estilo de
Julian Schwinger. N&o hd nada de novo aqui: reproduzo, essencialmente, os
escritos do mestre, comentando, quando hé utilidade no comentario, alguma
passagem, ou ilustrando as idéias com algum exemplo. Em minha opinido este
tratamento do principio variacional é particularmente elegante no que tange as
consequéncias das simetrias: o teorema de Noether é obtido de maneira muito
econOmica, e os geradores dos grupos de transformagdes de invaridncia recebem
o destaque devido. Isto aproxima muito o método de Schwinger do método
original de Emmy Noether.

Isto é um trabalho em andamento. Ao poucos irei acrescentando exemplos
e generalizando as situagoes tratadas.

Consideraremos primeiro a mecanica quantica de um sistema com um nimero
finito de graus de liberdade. Sejam
|a") : estado do sistema na representacio a.
[b') : 0 mesmo, na representagio b.

A funcéo de transformacio (a'|b') liga as duas representagdes:
ja') = D _(¥'la)|b)
bl
de onde segue que
(¥la') = ()a')
e, em particular, que
(b']a’)" = (a'|b") -
Uma relacido fundamental é
D @) '|d) = (a'|)
bl

Se 6(a'|b’) e §(V'|c') sdo quaisquer variagOes infinitesimais, entdo, da relacdo
acima,

8(d'|e') = {8(d|t)) (') + (a'Ib)6(V')} (1)
m



d(a'|p")" = 6(t'|a") (2)

Além disso, §(a’'|b’) pode ser pensado como a matriz de um operador na repre-
sentacdo ab:
d(a'|b") = i{a'|oWap|b") 3)

A relacdo acima para as variages entdo dé:

(@'[0Wacle') = D {{a'|6Wap o) (|') + (a'|b'){6'[6We| ')} (4)
m

0 que é equivalente a
Wae = Wop + Wy, (5)

Daf segue (tomando-se a = b) que

Waa =0 (6)
e que, tomando-se a = ¢,
Wia = —6Wap - (7
Além disso, como
8(a' )" = —i{d [sWop|b')* = —i(b/|oW], ') (8)

e, como d(b'|a") = i(b'|6Wp,|a'), temos
W = —0Wha = 6Wap , (9)

ou seja, os operadores 6W,;, sdo hermiteanos.

A dinadmica, ou seja, a evolucdo temporal, pode ser estudada como uma
seqiliéncia de transformacoes geradas pelas fun¢des (afty|abts), onde as repre-
sentacoes se distinguem pelo tempo.

d(aiti|alts) = i{alt1|0Wia|abts) (10)
e, como antes,
OWig + dWag = W3 . (11)
2 Postulado dinamico fundamental
O postulado dinamico fundamental declara que existe um operador Wi, tal que
OWig =6 [Wha] . (12)
Daf segue imediatamente que Wl‘; = Wi2 e que

Wiz + Was = Wis (13)



Se a transformacdo de aj,t; em as,ty é obtida por uma sucessdo de trans-
formagoes infinitesimais, temos

to
Wia = ZWt-i-dt, ¢ (14)
t1
com Wy; = 0. Escrevendo
Wt-l—dt,t = dt L(t) (15)
pomos
to
Wia = dt L(t) (16)

t1
Defini¢do: uma simetria é uma transformacio que deixa inalterada a funcao de
transformagdo. Ou seja, sob uma transformacdo que é uma simetria,

6(a’1t1|a'2t2) =0 (].7)

As transformagGes em (ajti|ajtz) surgem de transformacdes nos estados |ajt1)
e |ayts). Temos

6(a'1t1| = —z'(a'lt1|G1 (18)
5|a'2t2) = 'LG2|G/2t2> (19)
e, portanto,
6(a'1t1|a'2t2) = i(a'1t1|G1 - G2|a'2t2) = (a'1t1|5W12|a'2t2) s (20)
o que quer dizer que
to
(5W12 :6{/ dt L} :Gl —G2 (21)
t1
ou seja, a variacdo da agdo proveniente das transformagdes
5(a'1t1| = —z(a'ltl |G1 (22)
6|a’2t2) = iG2|a'2t2) (23)

depende, para a evolucdo fisica do sistema, sé de quantidades nos extremos.
Ora, a variagdo contém ainda trmos que dependem dos instantes intermedidrios
entre t; e to. Logo, outra maneira de formular (21) é dizer que, para variagoes
que se anulam nos extremos, a evolu¢ao fisica satisfaz a

SWia =0, (24)

que ¢ a forma usual do principio variacional.
Suponhamos agora que as transformacoes geradas pelos G sejam simetrias.
Entao §Wi2 = 0, e, em conseqiiéncia,



ou seja, os geradores sdo constantes do movimento.

Quando se calcula
to
o[ val
t1

aparecem, além dos termos “de superficie”, que dependem s6 dos instantes ex-
tremos, outros termos, que devem, pelo prinipio dindmico, se anular. Uma
maneira de obté-los é restringir-se a transformagdes (“variacdes”) que se an-
ulam nos extremos. Dai vem o usual “prinipio de minima acdo”: a acdo é
estaciondria para variacdes que se anulam nos extremos.

2.1 Campos

Campos possuem um nimero infinito de graus de liberdade. Denotaremos por

¢'(0))

os estados caracterizados por um conjunto completo de varidveis conpativeis ¢,
que sdo os campos, em um determinado instante, ou numa superficie de tipo
espaco . Como no caso anterior, temos

5 (¢'(00)[¢"(0)) = (¢ (00)16WC' (0)) (26)

Suponhamos que os observiveis sejam submetidos a uma variagdo

6¢ = i[F (), (],

que afeta também os estados, levando-os a [¢') + §|¢"), com

s|¢’y = iF (o)), (27)
3|y = iF(00)ICo) (28)
Entao,
5 (¢'(00)l¢"(0)) = iG|F (o) — Foo)[C") (29)
= i{GoldWIC)
W = F(o)— F(oo)

F
W = / Ld*z
a0

onde £ é a densidade lagrangeana.

Exemplo: campos escalares.

Os campos sao descritos por operadores ¢,(z) que tém propriedades de trans-
formagdo simples, sob mudancas de referencial. Seja L uma transformagio de
Lorentz infinitesimal.

L:z'"=z"—6x" (2' = Lx) (30)



ozt = ow!, z¥ + € (31)

dwpy = —0Wyy (32)
A férmula de transformagao é
¢p(x) = U(L) ¢ (z)U(L) (33)
¢ (Lx) = S, ¢s(z) (34)
Os campos mais simples sdo os escalares. Tém sé uma componente, e
¢'(z") = ¢(z) (35)
Como
o™ =gk — fwh X, — §et = o + () (36)
e
¢'(2") = ¢'(z) + £ (2) (20 (37)
temos
¢ (z) = (6w™'z, + 6€*) 02 + ¢(x) (38)
logo,
B(x) + 6wz, 00 + 6€*Ond = H(x) +1i |0 Py + %&u*"J,\,,, ¢ (39)
o que da,
[Pr, ¢(z)] = —iOr¢ (40)
e
[T, 3(2)] = —i(2,07¢ — 220v ) (41)

Seja agora L a densidade lagrangeana que é um escalar que depende de ¢(x)
e de suas derivadas 0, ¢(z). Utilizando variacoes geradas por transformagcoes do
grupo de Poincaré, a equagdo dindmica bésica

5 / " Ldts = F(0) — F(oo) (42)

val permitir dterminar a expressdo dos geradores do grupo de Poincaré em
termos dos campos ¢ e suas derivadas. As variagbes geradas por transformagoes
de Poincaré transformam a regido X (espago-tempo delimitado pelas superficies
de tipo espago o¢ e o) na regido X'. A variacdo é

5/0 Ld'z = | L'(2')d*s’ —/ L(z)d*z (43)
0 X/ X

1o _ 1ot a(xli)
REEE /X £ (m))det( i )d%« (44)



Por outro lado, para a transformagio z'* = z* + £*(x), temos

ox'*

u "
92 =4 AT o\&

det (@;’u) = (1+ 00€°) (1 + 01€) (1 + 02£%) (1 + 05€%) = 1 + 0, &

IS
0 que permite escrever

/ L' (z")d*s' = / L'(a'(2))(1 + 8x&N)d'z
e, como L'(z') = L'(x) + £"0, L, temos

/ £(a)dts' = / (1+ 058z (L' () + £40,.C)
.

:/ £'(x)d*s + / d'z {(OENL + ML)
X X

Entao, . . .
5 / Ldis = / SL(w)diz + / d'zd), (L)
Mas
oL 6£
oL oL oL
= Bl 0 O (a(am) 50) = (9a5,37)
o que da
v oL
[ eata = [ ot {50 - duaigg
+ / { 76¢)+6 (§”E)}
T4 4 oL oL
of et = [ a5t - 0o
1 oL }
+ /Uod:c(‘) { 0, ¢)5¢+§“£
Temos ainda que ¢ = —EX0\ ¢, e entdo

of cat = [ o - 6“6<af¢)}‘5¢

o [ 12 e el

6

(52)

(53)

(54)



Equivalentemente,

o[ cae = /[ o gty 0 655;)}5¢ (55
"4 Flo)-Flo)

com
o) = / do, {-£*0%, ) (56)
Logo, o principio dindmico diz que
oL oL

6@ ~ 50,9 " (57)

Tomando os F' como geradores do grupo de Poincaré, que é um grupo de sime-
trias do sistema, temos

) / ’ Ld'zr =0 — F(o)=F(oo) (58)

e os geradores sdo constantes do movimento.

Como
/d%{ 9[ u@m¢ S\ L ]}=Kﬁm&—@®K} (59)

temos, pondo
—&* = 6w, + 6 (60)

que

g
2
I

/ do,, (52,0" + 52OM) (61)

1
se / do, ©", + iawk" / doy (z,0", — 2,0H)

de onde se conclui que

g:/wﬁg (62)
€
Ja = / do,, (2,0, — 2rO",) (63)
sendo que 6
o —0 (5" 64

é o tensor de momento-energia candénico. As leis de conservacio podem ser
escritas

P,\:/d3x®0/\ = cte. (65)

7



Jw = /d3:c (2,03 —220%) = cte. (66)

O teorema de Noether é isso: dado um grupo de simetria, os geradores desse
grupo (1 para cada pardmetro) sdo constantes do movimento.



