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Part 1
Espaco Euclideano

1 Conceitos basicos (ver ref.[4])

Definicao 1 O espaco euclideano R? € o conjunto de todas as triplas orde-
nadas de niumeros reais.

A tripla p = (p1, p2, p3) ¢ denominada um ponto de R3
R3 é um espaco vetorial sobre os reais de maneira natural: se p = (py, p2, p3)
e ¢ = (q1, 2, q3) sao pontos de R3, sua soma é o ponto

p+q= {1+ q,p2+ .03+ q3)

O multiplo escalar de um ponto p = (p1, p2, p3) por um nimero a é o ponto

ap = (aplaapmap:z) .

Verifica-se facilmente que essas duas operacoes satisfazem os axiomas de
espaco vetorial. O ponto 0 = (0,0,0) é denominado origem de R?

Definicao 2 Sejam x,y, 2z as funcoes de R* — R tais que, para cada ponto
p = (p1,p2,p3),
z(p)=p1 yp)=p2 2(p)=ps.

FEssas funcoesx,y, z chamam-se funcoes coordenadas naturais de R3.

Também se usa a notacao x1, 2, x3.
Vale, entao, a identidade

p = (21(p), z2(p), v3(p))



Definigao 3 Uma funcao real f sobre R® (f : R® — R) € diferencidvel
(ou de classe C*) se todas as derivadas parciais de f, de todas as ordens,
existirem e forem continuas.

Se f e g sao funcgoes reais diferenciaveis, f+g e fg sao também diferenciaveis.
Comentario A diferenciacao é uma operacao local: para calcular % emp € R3
basta saber os valores de f para todos os ¢ € R? suficientemente préximos
de p. Por isso a definicao acima é excessivamente restritiva. O dominio de f
pode ser um aberto que contenha p (e nao necessariamente todo o R?).

2 Vetores Tangentes

Definigao 4 Um vetor tangente v, de R® consiste de dois pontos de R3: a
parte vetorial v e o ponto de aplicagao p. v, € sempre representado pela flexa
do ponto p ao ponto p+v. E importante ressaltar que dois vetores tangentes,
Up € Wy, SA0 1gUals, v, = Wy, S€ € SO Se UV = W e p = ¢; ou seja, além da
tgualdade das partes vetoriais, requer-se a iqualdade dos pontos de aplicagao.
Vetores com a mesma parte vetorial e pontos de aplicagao diferentes sao ditos
paralelos. Esta conceituacao de vetores tangentes ¢ comum na fisica, onde o
ponto de aplicacao de uma forca € essencial.

Definigao 5 Seja p um ponto de R®. O conjunto T,(R?) de todos os vetores
que tém p como ponto de aplicacdo é chamado de espaco tangente a R3 em

p.

Definicao 6 Um campo vetorial V em R3 € uma funcao que associa a cada
ponto p de R® um vetor tangente V(p) a R3, em p.

Existe uma algebra natural para campos vetoriais:

(V+W)lp) = Vip)+W(p)
(fV)p) = F()V(p)

onde f:R3* — R

Definicao 7 Sejam Uy, Uy, Us campos vetoriais em R3 tais que

Ul(p) - (17 07 O)p
UZ(p) = (07 1, O)p
U3(p) = (07 0, 1)13



para todo p € R3. Chamamos Uy, Uy, Us de referencial natural de R3. Uj;
(i=1,2,3) é um conjunto de vetores unitdrios na dire¢io x;.

Lema 1 Se V' ¢ um campo vetorial em R3, existem trés (e sé trés) funcgoes
reais vi, vy, v3 em R? tais que

V = v Uy + vUy + v3Us
As fungoes vy, vg, v3 sao denominadas fungoes coordenadas euclideanas de V.

Prova V : p — V(p) vetor tangente. A parte vetorial de V(p) pode ser de-
scrita como (v1(p), v2(p), v3(p)) que, ponto a ponto, define as fungoes vy, vq, vs.
Mas

Vip) = (vi(p),v2(p), vs(p))
= vi(p)(1,0,0)p + v2(p)(0, 1,0), + v3(p)(0,0,1),
= u(p)Ui(p) + v2(p)Ua(p) + vs(p)Us(p)
Logo,
V = v Uy +vUy + v3Us

Célculos com campos vetoriais podem sempre ser expressos em termos
de suas fungoes coordenadas euclideanas. Por exemplo, a adicao e a multi-
plicacao por uma funcao sao dados por

f [Z vUi| = Z [foi] U;

% %

Esta tltima equacao significa que, em um ponto arbitrario p, teremos

{f > vl

i
Um campo vetorial V' é diferencidvel se suas fungoes coordenadas euclideanas
forem diferenciaveis.

} (p) =Y _ (f(p)ui(p) Ui(p)
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3 Derivadas direcionais

Associada a cada vetor tangente v, € R? estd a reta
t—p+tu

Seja f uma funcao diferencidvel em R?, e considere a funcao

t— flp+tv),

que é uma funcao diferencidvel na reta real. E claro que a derivada desta
funcao de t, em ¢ = 0, nos diz como f varia ao longo da reta que tem a
direcao de v.

Definigao 8 Seja f : R® — R diferencidvel, seja v, um vetor tangente a R>.
O nimero

wlf] = & o+ 1) g

€ a deriada de f em relagao a v,. Outra denominagao usada € a de derivada
direcional na diregcao de vy,.

Exemplo:

fo= a%yz

p = (1,1,0)

v = (1,0,-3)

p+tv = (1+4+t1,-3t)
flp+tv) = (1+)%1.(=3t) = =3t — 6> — 3¢3

e entao

%(f(p+tv)):—3—12t—9t2
Para t =0,

vplf] = =3

O célculo de v,[f] pode ser reduzido ao célculo das derivadas parciais no
ponto p, como mostram os lemas a seguir.



Lema 2 Se v, = (v, v2,v3) € um vetor tangente a R®, entdo

wlf) = Y vl

Prova
fp+tv) = f(p1+ tvr,ps + tva, ps + tvs)

d
—(pi +tv;) = v

dt
wlf) = S0+ )= 2

As principais propriedades dessa derivada direcional sao:

Teorema 1 Sejam f,g: R* — R, v, e w, vetores tangentes, a e b, niimeros.
Entao,

(1) (‘wp + bwp)[f] = pr[f] + bwp[f]
(2)  wvplaf + byl = avy[f] + buy[g]
(3)  vlfgl = v[fl.glp) + f(p)-vplg] .

A demonstracao ¢ imediata.
As primeiras duas propriedades podem ser sumarizadas assim: v,[f] é linear
em v, e em f. A terceira é a propriedade de Leibnitz. Todos os tipos de
derivagao que vamos encontrar tém essa caracteristica: linearidade e Leibnitz.
Dado um campo vetorial V' e uma funcao f, podemos falar na funcao
V[f]. De fato, em cada ponto p essa funcdo tem o valor V,[f], ou seja, a
derivada de f em relagdo ao vetor tangente V' (p).
Seja Uy, Uy, Us 0 campo de referenciais naturais em R3. Lembrando que

Ulp = (17070)17 <1)
ng = (07170)10 (2)
U3p = (07 0, 1)19 <3)
temos, evidentemente, que U;[f] = gfi-
Por exemplo:
Ui(p)lf]l = % (f(p1+t,02,p3))—0 = %@)



Corolario 1 Sejam V e W campos vetoriais em R? e f, g, h funcoes reais
(R?’ — R).

1. (fV + gW)[h] = fV[R] + gWIh]
2. Viaf +bg] = aV[f] +bV]g]
3. Vifgl=VIflg+ fVlg]

A demonstragao é simples. Exemplo:

V(p)lfal =V p)flg(p) + f(p)lg]

ou seja:
Vifallp) = VIfl.g(p) + fVIgl(p)

Para simplificar a notagao, nem sempre vamos escrever o ponto de aplicacao
de um vetor v,.

4 Curvas em R?

Definicao 9 Uma curva em R® é uma funcdo diferencidvel o : I — R3 de
um intervalo aberto I C R em R3.

A funcdo a pode ser escrita como (o, g, arg). Ser diferenciavel quer dizer-
entao que aq, ag, a3 sao diferenciaveis.

Exemplo 1. Reta. E a curva o : R — R3 definida por

a(t) =p+tqg= (p1 +tqr,p2 + tge, p3 + tqs)

com g # 0, é a reta passando por p na direcao q.
2. Hélice. A curva t — (acost,asint,0) é um circulo de raio a > 0 no plano
2y de R3. Uma hélice é obtida tmando-se a curva

t — (acost,asint, bt)

coma>0eb#D0.

Defini¢ao 10 Seja o : I — R? uma curva em R® com o = (ay,az, a3).
Para cada t € I, o vetor velocidade de o em t € o vetor tangente

= (G G o)

no ponto a(t) € R3.




Definicao 11 Seja o : I — R?® uma curva. Se h : J — I € uma fungdo
diferencidvel em um intervalo aberto J, entdo a fun¢ao composta

B=a(h):J— R

€ uma curva denominada reparametrizacao de o por h.

Lema 3 Se (8 ¢ uma reparametriza¢ao de o por h, entao

F(s) = 2 (). (A(s)

Dem.: Escrevendo a = (o, ag, a3), temos
B(s) = a(h(s)) = (ar(h(s)), az(h(s)), as(h(s)))
Mas g(f(s))" = g'(f(s))-f'(s), logo,
B'(s) = (ai(h(s))-h'(s), as(h(s).h'(s), oy (h(s).h'(s)
= W'(s). (a (h(s)), a3 (h(s)), as(h(s)))

F(s) = ()0 (h(s)

quod erat demonstrandum.

Lema 4 Seja o uma curva em R? e seja f uma funcio diferencidvel em R3.

Entao, (0)
df (a
o ()

() = (G doz das
dt’dt’dt ),

Bl = S vt )

o/ ()[f] =

Prova: como

€ como vimos que



temos

Ora, f(«a) pode ser escrita f(aq, as, az). Logo,

Z oL alt) 1)

Portanto,

: sf(a)
o7 =D )
Comentério:a/(t)[f] é a taxa de variacao de f ao longo da linha por a(t), na
diregdo o/(t). O lema mostra que esta taxa é a mesma que a da variacao de
f ao longo da curva a.

5 1-Formas

Seja f : R® — R. Elementarmente usa-se definir a diferencial de f como

O o Y gy 4 94

df = Ox oy 0z

sem esclarecer o que esta expressao formal significa. A seguir daremos um
significado preciso a nocgao de diferencial de uma funcao.

Definigao 12 Uma 1-forma em R® € uma funcdo real ¢ (isto é, a valores
reais) sobre o conjunto dos vetores tangentes a R3, tal que ¢ € linear em cada
ponto, isto €,

d(av + bw) = agp(v) + bp(w)

para quaisquer numeros a,b e quaisquer vetores tangentes U, w em um ponto
arbitrdrio de R3.

Assim, dada ¢, ¢(v) é um numero. No ponto p, ponto de aplicagao de v, a
funcao

Pp : (Rg) —R

é linear. Entao, em cada ponto p, ¢, é um elemento do espaco dual de T,,(R?).
Neste sentido, a no¢ao de 1-forma é dual a de campo vetorial.



A soma de 1-formas ¢ e 1) é definida ponto-a-ponto:

(@ +¥)(v) = ¢(v) + P(v)

para todo v em T,(R?). De modo semelhante, se f ¢ uma fungio real em R?
e ¢ ¢ uma l-forma, entao a 1-forma f¢ é definida assim:

(fo)(vp) = f(D)o(vy)

para todos os vetores tangentes v,.
Dai decorre uma maneira natural para calcular a acao de uma 1-forma ¢
sobre um campo vetorial V', dando uma funcao real ¢(V):

(@(V) (@) = ¢ (V(p))

Pode-se entao interpretar também uma 1-forma como uma maquina que con-
verte campos vetoriais em funcoes reais. Diz-se que ¢ é diferenciavel quando
(V') é diferenciavel para qualquer V' diferenciavel. A partir de agora vamos
sempre supor que as 1-formas, bem como os campos vetoriais, sao difer-
enciaveis. As seguintes propriedades da linearidade valem:

O(fV +gW) = fo(V)+ gp(W)
(fO+g0)(V) = [fo(V)+gp(V)

onde f e g sao funcgoes.
Usando a nocao de derivada direcional vamos introduzir agora uma maneira
muito importante de construir !-formas a partir de funcoes.

Definigcao 13 Seja f : R — R diferencidvel. A diferencial df de f é uma
1-forma tal que

df (vp) = vplf]

para todos os vetores tangentes v,.

Comentario: A df assim definida é efetivamente uma 1-forma, pois é uma
fungao a valores reais sobre os vetores tangentes e que, pela parte (1) do
teorema 3.3, € linear em cada ponto p. Note-se que df sabe como f varia em
todas as direcoes de R?, o que d4 uma medida de sua poténcia.

Exemplos 1-formas em R? .
(1) As diferenciais dxy,dzs,dxs das fungdes coordenadas naturais.

ﬁxi
dzi(vp) = vplas] = § :UJ%(@ = § Vj0; = V;
/ j

J



Assim, o valor de dz; em um vetor tangente arbitrario v, ¢ a i-ésima compo-
nente v; de sua parte vetorial.
(2) A 1-forma 'Lb = fldl’l + fngQ + f3dl‘3

Olp) = [i(D)dar(vp) + fo(P)dwa(vy) + fodws(vy)
= filP)vr + f2(P)va + f3(P)vs
U(w) = Y filP)w
(3) Em particular, tomando como vetores os U;,, temos
dr? (Uyy) = 6]

e, assim, dxi,dxo,dxrs formam a base dual de Uy, Us,Us, que é a base natural
de R3.

Lema 5 Se ¢ ¢ uma I-forma em R?, entio ¢ = > fidx;, onde f; = ¢(U;).
Essas funcoes f1, fa, f3, sao chamadas func¢oes coordenadas euclideanas de

o.

Dem.: Um vetor tangente genérico pode ser escrito

= ZUiUZ(ﬁ)

$(vy) = O wili() = Y vid(Us(P) = Y vifi(P)
onde denotamos ¢(U;(p)) por f;(p). Mas

) p
(Z fidx> ZfZ (p)dx;(vy) ZfZ (P)vi

logo, ¢ =3, fidxi, onde fi(p) = ¢(Ui(p)).-

Este lema mostra que uma 1-forma em R? nao é sendo uma expressao fdx +
gdy + hdz, onde os dx; sao precisamente definidos.

logo,

Corolério 2 Seja f uma fungdo diferencidvel em R3 . Entao,
af
df —
f=2.3

10




Dem.:

0 9,
() = 3 (5

Ora,

df (vy) = v,[f Z . (p)v*

o que demonstra o coroldrio.

6 Formas diferenciais

As 1-formas sdo membros de uma familia maior, a das formas diferenciais.
Existem 2-formas, 3-formas, etc. De uma maneira informal, uma forma difer-
encial é uma soma de termos da forma fdz;dx;, ou gdx;dx;dxy, onde o pro-
duto das diferenciais satisfaz a regra de alternacao:

Como conseqiiéncia desta regra, temos
dx;dx; =0
Catélogo:

0-forma: f (funcao diferencidvel)
1-forma: fdx + gdy + hdz
2-forma: fdxdy + gdxdz + hdydz
3-forma: fdxdydz
Em R? ndo hé outros tipos de formas. Vamos introduzir operacoes envol-
vendo formas. Ja sabemos somar 1-formas:

Z fidx; + Z gidx; = Z fi+ gi)dx

Adicoes correspondentes ex1stem para 2-formas e 3-formas.

Multiplicacao de formas: se faz usando a regra da alternacao. Para ressaltar
as propriedades desse produto especial, vamos passar a denotar o produto
dxdy, por exemplo, por dz A dy.

Exemplo
(1) Sejam

¢ = xdr—ydy

11



Y = zdr+ xdz
Entao,

OGNV = (xdx —ydy) A (zdx + xdz)
= zzde Adx + 2¥de A dz — yzdy A de — yady A dz
= 2%dx Adz — yzdy A dr — yxdy A dz
= 2%dx AN dz + yzdx A dy — yody A dz

De uma maneira geral, o produto de duas 1-formas é uma 2-forma.

(2) Sejam ¢ e ¥ como acima, e § = zdy. Entao

ONSGANY = zdy A (2de Adz +yzde A dy — yxdy A dz)
= 2%zdy Ndx A dz + 2Pydy Adx A dy — zyzdy A dy A dz

Mas dy ANdx Ndy = —dy Ndy Ndx =0 e dy ANdy A dz = 0 Logo,
ONPANY =—azdx ANdy A dz

Seja ¢ como acima, e seja n a 2-forma ydx A dz + xdy N dz. Temos

oA = (xdr —ydy) A (ydx A\ dz + zdy A dz)
= yxdr ANdx Adz + 2de Ady A dz — yPdy A dx A dz — yxdy A dy A dz
= 2%dx Ady Adz —yPdy Adx A dz
= (2 +yH)dr ANdy Ndz

Lema 6 Se ¢ e sdo 1-formas, entdo

bAY=—VAD

Dem: Trivial.

Definicao 14 Se ¢ = Y, fidz" € uma I1-forma em R?, a derivada exterior
de ¢ é a 2-forma

d¢ =Y dfi Ada’
onde df; ¢ a diferencial da funcao f;.

12



Seja ¢ = fidx, + fodx? + fyvdx®. Entao,
do = dfy Adx' + dfs A da® + dfs A da®

Mas,
dfy = gﬁld +%d +gf§
dfy = gfd +%d +a—£§
dfs = gf’d +%d +§£§d3
dp = (%d:cw%dxua—;dﬁ)/\dxw
+ (%d +%d +§£§daz>/\da;2+
o (o + et gRt) n

Expandindo e levando em conta as regras do produto exterior, temos

_ dfs . Of1 1 2 Ofs . Of2 2 3 Ofs . Ny 1 3

Teorema 2 Sejam f e g funcoes, ¢ e ¢ 1-formas.
(1) d(fg) = (df)g + f(dg)

(2)d(fg) =df N+ fdo

(S)d(p Ap) =ddp N —d N dip

Dem: (1) e (2) sdo muito simples e ficam como exercicios.

(3) E suficiente provar a férmula para ¢ = fdu e ¢ = gdv, onde p e v s@o
quaisquer das coordenadas x1, w9, x3. Por exemplo, ¢ = fdzx, ¥ = gdy.
Entao,

dpNY) = d(fgds Ady)
_ U9 g dendy+ 29D g 5 e ndy+ 29D gz p i pdy
ox dy 0z
= <fg>dm/\dy/\dz
= [8f + f= }da:/\dy/\dz
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Mas

dé Ao

o que prova (3).

%dy Adx + gdz ANdx ) A gdy
dy 0z

ggdz Adx A dy
0z

fdx A @d:p/\dyﬁL @dz/\dy
Ox 0z

f@dx ANdz A dy
0z

—f%dx ANdy N dz
0z

7 Aplicacoes, ou mapeamentos

Nesta secao discutimos fungoes de R™ em R™. A observagao fundamentalso-
bre a funcao F' : R® — R™ é que ela pode ser completamente descrita por m

funcoes de R — R.

Definicao 15 Dada uma funcao F : R™ — R™, sejam f1,... f., funcoes

reais definidas em R", tais que

para todo p de R™ .

Essas fungoes chamam-se funcoes coordenadas euclideanas de F', e é costume

F(@) = (A(P), @) SP)

escrever-se: F' = (f1, fo, ..., fmn)-

uncao ¢é diferenciavel se suas funcoes coordenadas o forem. Uma
A funcao F é difi | fung denad f U
funcao diferenciavel F' : R* — R™ é chamada de mapeamento de R” em R™.

Note que f; = x; 0 F.
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Definicao 16 Se o : I — R™ € uma curva em R" e F' : R* — R™ € um
mapeamento, entio a fun¢ao composta 3 = F(a) : I — R™ é uma curva em
R™ denominada imagem de o sob F.

Exemplo
(1) Considere o mapeamento F : R? — R? tal que

F= ($—y,$+y,22)
ou, mais precisamente,
F (l‘,y,Z) = (93—?/,934‘,%22)

Este mapeamento é muito simples porque é linear. Neste caso é sabido que F
é completamente determinado pelos seus valores em trés pontos linearmente
independentes, como, por exemplo,

u; = (1,0,0)
u, = (0,1,0)
us = (07071>

(2) O mapeamento F : R? — R? tal que
F(u,v) = (u* — v?, 2uv)

onde u e v sao as funcoes coordenadas de R%. Para analisar este mapeamento,
vamos examinar o seu efeito sobre a curva

a(t) = (rcost,rsint) 0<t<2rw

Esta curva descreve, em sentido antihorario, um arco de circulo de raio r com
centro na origem. A curva imagem ¢é

B(t) = F(a(t)) = F(rcost,rsint)
= (7“2 cos’t — r¥sint, 2r? cos t sin t)

Portanto,
B(t) = (r’cos2t,r’sin2t) 0<t <2

Esta curva descreve dois arcos de circulo, em sentido antihorario, em torno
da origem e de raio 2.
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Em linhas gerais, o cédlculo diferencial aproxima objetos continuos por
objetos lineares. Nesta linha, dado um mapeamento F' : R™ —, vamos definir
uma aproximacao linear para ele, perto de um ponto p € R™.

E possivel atingir todos os pontos de R™ através de retas a(t) = p'+ tv,
partindo de p’ e escolhendo adequadamente v e t. Da mesma forma R"™ pode

4

ser “varrido” pelas imagens de a por F', ou seja,
B(t) = F(P + tv)

comegando em F'(p). Vamos aproximar F' nas vizinhangas de p’ pelo mapea-
mento Fy, que leva cada velocidade inicial o/(0) = v, na velocidade inicial

7'(0).

Definicao 17 Seja F' : R" — um mapeamento. Seja v, um vetor tangente
a R™ em p, e denotemos por F,(v) a velocidade inicial da curva

t— F(p+tv)

A funcao resultante F, leva vetores tangentes a R™ em vetores tangentes a ,
e € chamada mapeamento tangente de F'.

Proposicao 1 Seja F' = (f1, fa, ... fm) um mapeamento de R" em . Sev ¢é
um vetor tangente a R™ em p, entdo

Fy(v) = (v[fi], . v[fin])  em F(p)
Prova: Vamos tomar m = 3 para fixar as idéias. Entao

B(t) = F(p+tv) = (fi(p+ tv), fo(p'+ tv), f3(7+ tv))

Por definigao, Fi(v) = ('(0). Para obter §'(0), derivamos, em t = 0, as
funcoes coordenadas de . Mas

5+ 1)),y = 017
Logo,
Fi.(v) = (v[fi], vlfal, o[ fs]) 5o
e 5(0) = F(p)
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Corolario 3 Se F' : R" — € um mapeamento, entao em cada ponto p de R,
o mapeamento tangente

Fep: Tp(Rn) - TF(p)()

€ uma transformacao linear.

Prova: Temos que mostrar que, para v, w, a, b arbitrarios,

F.(av + bw) = aF,(v) + bF.(w)

Fs(av +bw) = ((av + bw)[f1],...(av + bw)[fm])
= (av[fi] + bw(fi], ..., av[fm] + bw[fi])

= a(W[f], -v[fm)) + b (W[fi], s w[fim])
= aF.(v) 4+ bF.(w)

De fato, o mapeamento tangente F,, em p ¢é a transformacao linear que
melhor aproxima F' nas vizinhancas de p.

Corolario 4 Seja F : R" — um mapeamento. Se § = F(«a) € a imagem da
curva o em R™, entao ' = F.(d).

Prova:
m = 3
Fo= F(a) = (fila), faa), f3(a))
F(d) = (d[fi],a'[fa], [ f3])
Mas
e dfi(a)
=422
logo,

r = (TR0 %00, %0) =~

Sejam {U;}, (1 <j <n)e {U;}, (1 <i<m) os referenciais naturais de
R™ e respectivamente. Entao,
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Corolario 5 Se F' = (f1, ..., fm) € um mapeamento de R™ em , entdio

PV = Y0 T (F@) (1< <)

_ 0f;

T Oz

Dem: Imediata, lembrando que U;[f;]

Seja V' um espago vetorial, com base {e;}. Seja W um outro espago vetorial,
com base {f;}. Seja T : V' — W linear. Chama-se elementos de matriz de T’
em relacdo as bases {e;} e {f;} os nimeros T}; na equagao

TE =Y Tyf;
J

Logo, o Corolério 7.8 nos diz que, se F(f1,..., fm), 0s elementos de matriz de
f« em relacao aos referenciais naturais de R™ e sao, no ponto p, os niimeros
gj:;ﬁ (p). Ou seja, a matriz que representa a transformagao linear F, nessas
bases é a matriz jacobiana da funcao F'. Isto nos sugere outro nome para F:

derivada de F'.

Definicao 18 Um mapeamento F : R™ — ¢ reqular se, para todo p € R", o
mapeamento tangente F,, for (1 —1) (injetor).!

Como mapeamentos tangentes sao lineares, segue diretamente da &algebra
linear que as seguintes condicoes sao equivalentes:

(1) F, é injetora.

(2) Fu(v,) =0=v,=0

(3) A matriz jacobiana de F' em p tem posto n (que é a dimensao de R™).

A seguinte propriedade de transformacoes lineares T : V' — W sera util:se
os espagos vetoriais V' e W tém a mesma dimensao, entao 7' é injetora se e
so se ela for sobrejetora.

Um mapeamento que tem um mapeamento inverso é chamado de _difeomorfismo.
Lembre-se de que estamos exigindo de um mapeamento que seja diferencidvel.
Quando considerarmos aplica¢oes mais gerais, um difeomorfismo serd uma
aplicacao diferenciavel que possui uma inversa também diferenciavel.

'Uma aplicagdo é injetora se F(z) = F(y) = z = y.
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Teorema 3 Seja F' : R" — um mapeamento entre espacos euclideanos de
mesma dimensao. Se F, € injetora em um ponto p, existe um aberto A
contendo p tal que a restricao de F' a A € um difeomorfismo de A sobre um
aberto B.

Este teorema, de demonstracao dificil, é chamado de teorema da funcao inversa.

Definicao 19 Funcoes tangentes.
Seja A C R™ um aberto; xq um ponto de A e

f,9g: A—

continuas em A. Diz-se que f e g sao tangentes em xy Se

(1)f (z) = g(fvol? .
(Q)meﬂwo;ﬁéwﬁ =0

onde ||z|| € a norma do vetor z (por exemplo, a norma euclideana,).

O nome se justifica. Tomemos, para simplificar, o caso em que n = m. Entao
o limite da definicao diz que, se f e g sao tangentes em x, teremos, proximo
a T,

flx) = f(zo)+ (z —20)a
g(x) = g(xo) + (v — z0)b
If@ =@l _

[z—ol|
xg, as fungoes tangentes diferem sé a partir da segunda ordem em ||z — xo||.

e, para que 0, é preciso que a = b. Ou seja, nas vizinhancas de

Teorema 4 Suponhamos que, dentre as funcdes tangentes, em xqy, a fungao
f, existam duas funcgoes lineares, uy e us. Isto €, suponhamos que

r —  f(zo) +w(x — )

r = f(zg) + ua(x — o)

sejam tangentes a f em xg. Entdo, u; = us.
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Prova:
(1)u; é tangente a uy (trivial).
(2) Temos, entao,
1/ (o) + ur(z — @o) — f(xo) — uz(x — o) ||

Uiy ;o |z — | -

[ (w1 — ug)(x — o) |

[l = ol

liMy—g; 20

Introduzo y =z — z¢p € v = uy — uy. Entao,

Il _,

limy .o ys«éOW =

Isto quer dizer que, para qualquer € > 0, existe r > 0 tal que, se |ly|| < r,

lo(@)Il < ellyll (4)

Considere a seguinte escolha de y:
x
y=ro
]

onde x é um vetor nao-nulo qualquer. Temos

-
Iyl = Tllell=r<r
]
r
v(y) = o)
]
e a Eq.(4) vale. Logo,
r
Tllv@l < er
]
lo()]| < ell«]

ou ainda

para e arbitrdrio e para todo = # 0. Para x = 0, temos v(z) = 0. Para
r nao-nulo, a desigualdade de cima exige v(z) = 0.2 Logo, v(z) = 0 para
todo z. Segue que v = 0, ou, u; = us. Em conseqiiéncia a aplicacao linear
tangente a uma funcao continua em xg, se existir, é tnica.

2Pois o primeiro membro é menor do que qualquer ¢, logo é zero. Mas o denominador
é nao-nulo, logo o numerador tem de ser zero.
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Definicao 20 Dizemos que uma aplicagao continua f de A C R™ em €
diferencidvel no ponto xq € A se existir uma aplica¢ao linear u de R™ — tal
que x — f(zo) + u(t = to) seja tangente a f em xy. Acabamos de ver que
esse mapeamento, quando existe, € unico. u € denominado deriwada de f no
ponto xg, e é denotado por f'(xy) ou Df(xg).

Exemplos:

1.A aplicagao (z,y) — z, de R? — R! ¢ diferencidvel. Por que? Qual é a sua
diferencial?

A funcao pode ser escrita f(x,y) = x. Ela é linear, pois

f[)‘(xay)] - f[()\iL‘, )‘y)] =Ar = /\f(xvy)

Como f € linear, ela coincide com a derivada. Entao, Df = f.
2.(z,y) — (2% y*). Determinar a diferencial.

I (@ +h)2 (y+k)%) — (2,9°) —u(h, k)| =
H(x2+2hx+h2,y2+2k$+k2) — (a:z,yZ) —u(h, k)| = =
|(2hx + h?, 2ky + k?) — u(h, k)|

Para ser mais explicito, vou denotar u por u(, . Considere a aplicagao
U(gy)-(h, k) = (2xh, 2yk)
Entao temos
1(2h + K2, 2ky + k2) — (22h, 20k)|| = (B2, k2)|| = V/AE + K*
Para que u(, ) seja a derivada de f em (z,y) devemos ter
£+ Doy k) = F(@,y) = ey (h B < /B2 + K2

ou seja, que

VH* + k4 < /h2 + k2

nolimite em que vh2 + k2 é suficientemente pequeno. Isto é claramente possivel,
pois, para h e k suficientemente pequenos,

Vit + kY < /b2 4 k2

Resta verificar, o que é muito simples e pode ser feito pelo leitor, que u(,,) €
linear. Uma vez que uy).(h, k) = (2xh,2yk) é linear, podemos calcular
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seus elementos de matriz. Estes sao obtidos aplicando u, ) aos vetores de
base de R?:

u(m,y)(LO) = 2:[‘
“(m,y)(oal) = 2y

Note-se que f(z,y) = (2%, y?) = (fi(z,y), f2(x,1)), logo,

fl<x7y) = I2

falzy) = o
The partial derivatives of f; and f, are given by

ofi

—-— = 2

ox .

of

— =0

9y

of2

o

Of2

- = 2

oy Y

Como podemos escrever

U(Ly).(l, 0) = 21‘(1, 0) + 0(0, 1)
U(x’y).(o, 1) = 0(1,0) +2y(0,1)

segue, usando os valores das derivadas parciais, que

o of
o af
u(way)(oﬂl) = 8_5(32(170)—’_8_;(0’1)

de onde fica claro que as derivadas parciais sao os elementos de matriz de

u(rvy)'
3. f:R — R, dada por z — €*

If(@+h) = f(2) —uah]l = [e™" —e” —ug.h
= ||e*(1+h) —€* — ug.hl
= |le* 4+ he® —e® — uy.h|
= ||he® — ug.h||



Para que isto se anule devemos ter
uy.h = e*.h
ou seja, a derivada de e* é a funcao linear
h — e*.h

Normalmente dizemos que a derivada da funcao z +— e® no ponto = é o
nimero e”. Isto nao é inconsistente. De fato, no espacgo vetorial R, de uma
dimensao, seja U; o vetor da base natural (neste caso, U; é o nimero real 1!),
e T uma aplicagao linear qualquer. Seja v = vU; um vetor de R. Denotemos
T(U;) por f. Temos

T(w) = TwU) =vT(U) =vf =vfU = foU; = fv
T(w) = T(wl)=wT(U)=wf=wfU = fwl, = fw

ou seja, uma aplicagao linear R — R consiste sempre em multiplicar o vetor
sobre o qual ela atua por um ntimero, caracteristico da aplicacao, podendo-se
entao identificar cada aplicagao linear com um numero. Na andlise classica
chama-se a esse nimero de derivada.

Teorema 5 (Continuidade de uma aplicagao linear). Sejam E e F espagos
vetoriais com normas definidas e u uma aplicacao linear de E em F. Afim
de que u seja continua, € necessdario e suficiente que exista a > 0 tal que,
para todo v € F,

[u(z)[| < allz]

Dem;Elon Lages Lima, [1]

Teorema 6 Se a aplicacao continua f de A C R™ em R™ € diferencidvel

no ponto rog € A, a derwada f'(x¢) € uma aplicacdo linear continua de
R™ — R™,
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Dem:A continuidade de f significa que, dado € > 0, existe r € [0, 1] tal que

[t <= [ f (2o + 1) = f(zo)]l < g

A diferenciabilidade em xq exige que, nas mesmas condicoes,
€
1f (o + ) = f(zo) — u(®)ll < S It
Ora,

|u(®)]| = [lut) — f(zo+1) + f(xo) + fzo +1) — f(20)]| <
<|[f(xo +1t) = f(xo) —uw(@®)[| + [ f(zo +t) — f(z0)l

logo,
€ €
D) < =t —
lu(®ll < Slell+ 5

e, tomando o méximo ||¢|],

Conseqlientemente,
[t <= Jlu)] <e

Tomando ¢ = rZy, com x # 0 qualquer, temos ||t|| = r < r. Logo, [|u(t)| <

€. Mas
rTxr T
mean—Mz—ﬁMmme
ETARRE
Logo,

€
< —
lu(@)]l < —llz|

para todo . A funcao u é, entao, continua.

Teorema 7 (A regra da cadeia.)

Sejam E,F G trés espagos vetoriais normados, A uma vizinhanga aberta
de xg € E, f uma aplicagao continua de A em F, yo = f(x9), B uma
vizinhanga aberta de yo em F, g uma aplicacao continua de B em G. Entao,
se [ € diferencidvel em xy e g € diferencidvel em yy, a aplicacio h =go f é
diferencidvel em xq, e se tem

W (o) = g'(yo) o f'(w0)
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Dem:Too boring inequality juggling! (Dieudonné, Foundations of Modern
Analysis, Pardgrafo (8.2.1), pg.151.)

Part 11
Analise em Variedades

8 O conceito de variedade

Definigao 21 Seja M um espago topoldgico. Uma carta (V,®) é um home-
omorfismo ¢ de um aberto V de M sobre um aberto de R™. Duas cartas
(Vi,61) e (Va,da) sao compativeis se Vi N Vy = ¢ ou, caso contrdrio, se
prodyt e dyo ! forem aplicacdes diferencidveis entre abertos de R™

Definicao 22 Um atlas € um conjunto de cartas compativeis que cobre M.
Dois atlas sao compativeis se todas as suas cartas sao compativeis.

Observacoes

1. No conjunto dos atlas de M, a relagao “A e B sao compativeis”é uma
relacao de equivaléncia. Entao é possivel agrupar os atlas em classes: todos
os elementos de uma determinada classe sao atlas equivalentes. Nenhum
atlas de uma classe é equivalente a um atlas de outra classe.

2.A uniao de todos os atlas de uma dada classe de equivaléncia é o méaximo
atlas dessa classe. E denominado o atlas saturado dessa classe. Uma carta
compativel com todas as cartas de um atlas A pertence o atlas saturado da
classe de equivaléncia de A.

3. As cartas mapeiam M em R™. Diz-se entao que m é a dimensao de M.

Definicao 23 Uma variedade diferencidvel M € um espago topoldgico separdvel,
metrizavel, com uma classe de equivaléncia de atlas, ou, o que € o mesmo,
com um atlas saturado.
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Exemplos

1. M =R"

O atlas é formado por uma unica carta (V, ¢) com
V=M=R"

¢ : R" — R" é a identidade, z — x.

2.A esfera S™.
Seja M = S™ o subconjunto de R"*! definido por

(@2 + (@) + .+ (") =1

nao é possivel, neste caso, construir um atlas com uma tunica carta, por
motivos topoldgicos: S™ é compacto, e um aberto de R™ nao é compacto.

E impossivel a existéncia de um homeomorfismo entre um compacto e um
nao-compacto. Sao necessarias ao menos duas cartas, (V1,¢1) e (ve, ¢2).
Vi : {pontos de S™:z"™! > —1} (esfera sem o pélo Sul.)
vy : {pontos de S™:a™! < 1} (esfera sem o pélo Norte.) ¢ : V; — R é
definida assim:

1

1 1 1
O (@t e = e ()
ou, mais concisamente,
i 1 n+1\ _ ' .
yogbl(x,...,x )7—1—|—x”+1 =1,...,n ,

sendo y° as funcoes coordenadas naturais de R™. ¢, : Vo — R™ é definida
assim: ,

x' ,
”H) =— i=1,....n.

% 1
yong(x,...,:L‘ T

O conjunto das duas cartas claramente cobre S™. Vamos ver se sao com-
pativeis.

UynUs #0
Temos entao de verificar que
pao ¢yt py (UrNUz) — ¢ (U N 1)
o1 (Ui NUs) =g (Ui NUs) ={y € R": y # 0}

R R B

2

1 — (xn+1>2
(1+ x“+1)2
1— :L,n—i-l

1 + xn—‘rl
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i n=1 i
Ji oo (:cl x”“) _ x :1—|—x x
2N 1 —gntl 1 —gntl] 4 gntl

1+ 2t
1_—any ¢ (2. 2"

ou .
yio¢2 (1}1 ;pn—&-l) = Y oy (xlw'-vxm_l)
Zi (yl o ¢1>2 (Il, CIE al‘n-‘rl)

Como Y, (y' o o)’ (), ..., 2™h) =] ¢1(x) |2, temos

i 1 ntly _ io¢1(x17...,xn+1)
y'ogy(a,... ") =y | é1(z) |2
ou ainda, ( )
o1(x
e PAET

para qualquer € S™. Chamando y = ¢ (x) oux = ¢y (y), temos

1 (o)
O2 (¢1 (:U)) = H ¢1( 1 ) ||2

ou

— )
poo ! =
! |2

que é diferenciavel em ¢ (U3 N Us).

Mostrar, no caso de S2, que as coordenadas introduzidas pelas cartas ¢ e ¢o sdo as
“projecoes estereograficas” ou “projecoes de Mercator” a aprtir dos podlos sobre o plano

equatorial.

3. Os n? elementos de uma matriz n x n definem um ponto no R™. Logo, o
conjunto das matrizes reais n x n pode ser identificado com R™, herdando
sua estrutura de variedade diferencidavel. O subconjunto das matrizes M in-
versiveis (i.e., tais que detM # 0) é um aberto.

4. Dadas as variedades M; e M, é possivel definir a variedade produto,
M; x M,, com a topologia produto. Define-se a carta produto

(Vi, 1) x (Va, ¢2) = (Vi x Vo, 1 X o)

sendo o mapeamento ¢, X ¢ definido por

¢1 X G2 2 (q1,92) — (91(q1), P2(q2))
Se dimM; = m e dimMy = n, dim(M; x My) =n + m.
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Definicao 24 Seja M uma variedade diferencidvel, e N C M. N € uma
subvariedade n-dimensional se, para todo q € N, existe uma carta (V,q)
de M, comq € V.C M e ¢(V) C R™, tal que para todo ¢ € NNV,
o(q) = (x',...,2",0,...,0).

Exemplos:
(1) N é um aberto de M. Este é o caso trivial, com m = n.
(2) M =R} N={zeR?:z=(z',0)}

Notas:

(1) Uma subvariedade é uma variedade. Considere o N com a topolo-
gia induzida; o conjunto de cartas obtido usando-se as fungdes ¢(q') =
(z',...,2,0,...,0) como se fossem homeomorfismos entre N e R", forma
um atlas, uma vez que as condigoes de compatibilidade nao sao afetadas.
(2)Pode-se demonstrar o seguinte resultado: seja Y uma subvariedade de X,
e Z um subconjunto de Y. Entao Z é uma subvariedade de Y se e somente
se Z é uma subvariedade de X.

Sabemos o que sao funcgoes diferenciaveis de R™ — R™. Queremos agora
estender este conceito pra fungoes entre variedades diferenciaveis.

Definicao 25 Uma funcao f : My — My € diferencidavel se, para todas as
cartas de um atlas de M, e todas as cartas de uma atlas de My, ¢ o f o ¢!
€ uma funcao diferencidvel de R™ em R™2, mais precisamente, de

¢ (U N f71(Uy)) CR™ em R™2.

Aqui, m; = dimM,;.

Exemplos:

(1) Se My é uma subvariedade de Ms, entao a injegao natural é diferencidvel (porque a
projegao de R™ — R™2 ¢ diferencidvel).

(2) Sejam M;,Ms e Mj variedades diferencidveis e

f23M3—>M2 3 f11M2—>M1

diferencidveis. Considere
f10f21M3E>M2£>M1

Se f1 e fy forem diferenciaveis, f1 o fo também o sera.
(3) Se M é a variedade produto M; x M; e

f12M1—>R 5 f22M2—>R
entao

f:fle2 ; f:MHRz
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tal que
f(p,a) = (f1(p), f2(q))
serd também diferencidvel.
(4) Seja I C R um aberto, considerado como uma variedade M;. Seja My outra variedade.

Chama-se curva diferencidavel em My uma funcao diferenciavel f : I — M,. Para a imagem

de I em Ms, f(I), usaremos o nome de trajetoria.

Notas:
A defini¢ao 25 menciona um atlas. Na verdade ela é independente da escolha

de atlas (da mesma classe de equivaléncia). De fato, seja f : M; — M,
diferenciavel e (Vi, ¢1) e (Va, ¢o) cartas de My e M,. Entao,

¢o0 fopi!

é diferenciavel de R™ — R™2. Sejam agora (V1,¢,) e (Va, ¢,) duas novas
cartas, uma de M e outra de Ms, respectivamente compativeis com as cartas
usadas anteriormente. O que se pode dizer de

— —1
Ppofog, 7
Note que

Gy0f0d, = yod;'odmofosiiogiod
= (52003") 0 (d20 fodi") o (0100, )

A ;7 . - -—1 , ;.
e que cada termo em parénteses é diferenciavel. Logo, ¢, 0 f o ¢, ¢é difer-
enciavel. Este resultado é, na verdade, a motivagao para a escolha do critério
de compatibilidade de duas cartas.

Definicao 26 Sejam My e My variedades diferencidveis e f : My — My uma
bijecao. f € um difeomorfismo se tanto f quanto f~' forem diferencidveis.
Entao My e My sao ditas difeomdrficas.

Exemplos:
(1) M é uma variedade de dimensao m; (U, ¢) uma carta. Considere U como
subvariedade. Entao

¢:U — ¢(U) C R™

é um difeomorfismo. De fato, ¢(U) é uma subvariedade de R™ e, por isso, é
também uma variedade. A carta (tnica) de ¢(U) é

1:R™ - R™
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ou, mais precisamente,

1:9(U) - R™.

Logo, a condicao de diferenciabilidade diz que

cc¢2 o f o ¢1—1a7

seja diferencidvel. No nosso caso isto é 1o ¢ o ¢~ = 1, que é diferencidvel.
A inversa, ¢!, também é diferencidvel, pois pop ol = 1.
(2)Duas realizacoes de R como variedade.
M; : R com o atlas (R,¢1) e ¢ =1
M : R com o atlas (R, dz)e egy : x +— 2°

(a) Os atlas nao sdo compativeis. Vamos mostrar que as cartas ¢; e ¢ nao
sao compativeis.

prody' = ¢
Paody' = ¢

¢y : &+ 2% é diferencidvel, mas ¢, " ndo é. De fato,

4 [z (x> 0)
g '{w—m (x < 0)

. 1 1 ;. . .
tem como derivada 37 que é infinita na origem.

(3) Duas estruturas de variedade sobre o mesmo conjunto M sao idénticas
(i.e. possuem atlas compativeis) se e somente se 1 : M; — M, for um
difeomorfismo.
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9 Campos tensoriais

Para cada tipo (r,s) de tensor e cada m € M existe o espaco (M,,) sobre
M,,. Para (r,s) fixo, a unido desses espacos tensoriais, considerada apenas
como conjunto, quando m varre M, é chamada de fibrado de tensores do tipo
(r,s) sobre M, e denotado por T7(M). Entao,

M) = {J M/, ()

meM

Em particular T'(M) = Ty (M) é o fibrado tangente; T} ¢ o fibrado cotan-
gente.

Defini¢ao 27 Um campo tensorial T de tipo (r,s) é uma fun¢ao
T:E—T'(M),

onde o dominio E de T € um subconjunto de M tal que, para todo m € FE,
se tem T(m) e M,,"..

Parar =1, s = 0, tem-se, de novo, os campos vetoriais. Se r = s = 0,
tem-se um “campo escalar”, ou seja, uma simples funcao real diferenciavel.

Seja f uma funcao real diferenciavel definida em E C M. Para cada
m € F, df,, é uma aplicacao linear de M,, — R, ou seja, é um membro de
M, que, neste caso, ¢ M, % . Logo, a diferencial de f é um campo tensorial
de tipo (0,1).

Um campo tensorial é antissimétrico se o seu valor em cada ponto m,
T(m), é um tensor antissimétrico.

Seja T' um campo tensorial de tipo (r,s), sejam 6y, ..., 0, campos tenso-
riais de tipo (0,1) e sejam X7,..., X campos vetoriais. Entao uma fungao
real é definida por

T(01,...,0.,X1,...,Xs)(m) =T(m) (0:(m),...,0., X1(m),..., Xs(m))

Em particular, as componentes de T' em relacio as coordenadas z° sao as
d"* funcoes reais

Tl =T (da”, .. da™™, 0y, ..., 0;,)

]17"‘7j5

Dizemos que um campo tensorial é diferenciavel se suas componentes o forem.

Definigao 28 Um campo tensorial de tipo (0,1) que € diferencidvel é de-
nominado 1-forma, ou forma de Pfaff.
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Proposicao 2 Um campo tensorial de tipo (r,s) € diferencidvel se e so-
mente se, para quaisquer I-formas 64,...,0, e quaisquer campos vetoriais
Xi,..., X, a funcao

T,...,0.,Xq,...,Xs)

for diferencidvel.

Se f é um campo escalar diferenciavel, df é uma 1-forma. Contudo, nem
toda 1-forma é a diferencial de um campo escalar. De fato, se x' sao as
coordenadas,

df = 0, f da’

é a expressao coordenada de df. Entao, se #; forem as componentes de df,
temos

0,0; = aj<aif) = ai(ajf) = 0i0;

independentemente da escolha de coordenadas. Esta relacao nao ¢é auto-
maticamente satisfeita, pois, tomando a forma 7 = x'dx?, temos que as

componentes de 7 sao

1
=0 ; ==z

827'1 20#817'2: 1

mostrando que nao pode haver uma funcao f tal que df = 7.

10 Meétrica Riemanniana

Uma forma bilinear sobre V' é um tensor de tipo (0, 2), ou seja, uma fungao
bilinear b: V x V — R. Se {e;} é uma base de V e {¢'} a base dual,

b = bijEi ® Ej
Seja v = v'e; € V. Entao
bv, ) =bye @€ (v, ) =by(v,e)e =byv'e =by(v)

ou seja, a forma bilinear b d& origem a uma funcao linear b; : V — V*

definida por o
bl('U) = (bij’Uz)Ej

Um elemento de V* tem, na base {¢/}, a expressao v;e/. Entao podemos

escrever by (v) assim: .
bi(v) = v;€’
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onde
vj = byv

operacao que, no calculo tensorial classico, era chamada de “abaixamento de
indice”.

Definicao 29 Diz-se que b é nao-degenerada se by tiver um inverso.

Proposicao 3 Uma forma bilinear é nao-degenerada se e somente se
(a) Para qualquer v € V , v # 0, existe w € V' tal que b(v,w) # 0, ou
(b)A matriz de componentes b;; é nao-singular, ou

(c)bs tem um inverso.

Dem: a matriz de by : V' — V* em relagao as bases {e;} e {€'} é (b;); a
matriz de by é a transposta. Logo, (b) e (c¢) sdo equivalentes.

Se b é nao-degenerada, entao para qualquer v € V, v # 0, byv # 0. Logo,
existe w € V tal que (w,bi(v)) # 0, ou seja, b(v,w) # 0. Logo, (a) é
verdadeiro.

Finalmente, se (a) é verdadeiro, entao, paracadav € V , v # 0, existe w € V
tal que (w, byv) = b(v,w) # 0. Logo, byv # 0. Logo, b; leva vetores nao-nulos
em vetores nao-nulos. Entao b; é um isomorfismo, ja que dimV = dimV*
(uma aplicacao injetora entre espags de mesma dimensao é um isomorfismo).
Conseqilientemente, b; tem um inverso.

T :V — W é injetora significa que, se v1 # vq, T(v1) # T(va). Considere w = v1 — vs.
Temos, entao: se w # 0, T(w) = T(vy) — T(vg) # 0. Ou seja,

T é injetora = T leva vetores nao nulos em vetores nao-nulos

Considere uma forma bilinear simétrica b, e seja v € V. Defino como
forma quadrdtica associada a b a funcao real

g(v) = b(v,v)

De uma maneira gerla uma forma quadratica sobre V é uma funcao f :
V — R que é quadratica nas componentes do vetor sobre o qual ela atua.
Exemplo:q(al—+ b + ck) = a® + b* + 2.

Dizemos de uma forma quadratica que ela é:
(a) Negativa definida, se ¢(v) < 0 Vv # 0.
(b) Positiva de finida se —¢q for negativa definida.
(c) Definida, se ela for positiva definida ou negativa definida.
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Definicao 30 Uma forma bilinear simétrica e nao-degenerada é denominada
produto interno.

Definigao 31 Um campo tensorial simétrico de tipo (0,2) que é nao-degenerado
€ denominado métrica semi-riemanniana. Se € positivo definido em cada
ponto, € uma métrica riemanniana.

10.1 Curvas integrais

Definicao 32 Se X é um campo vetorial diferencidvel em E C M, uma
curva v : I C R — M é uma curva integral de X se o contradominio de
v estiver contido em E e, para cada s no dominio de v, o vetor tangente
satisfaz

ou seja, v, = X 0.
Diz-se que v comeca em m se y(0) = m.

Note que o conceito de curva integral difere fundamentalmente do conceito de linha de
campo (ou linha de for¢a) muito usado em fisica. De fato, a linha de campo é uma curva
que, em cada ponto, é paralela ao campo naquele ponto, enquanto que da curva integral
se exige nao sé que seja paralela ao campo em cada ponto, mas também que a tangente
a curva em cada ponto coincida (em moédulo, dire¢do e sentido) com o valor do campo
naquele ponto. Em conseqiiéncia, nao s6 a imagem da curva em M ¢é importante, mas
também a parametrizacao. De fato, as reparametrizagoes permitidas para que uma curva

integral permanega como tal sao muito limitadas, como mostra a proposicao a seguir.

Proposigcao 4 Se v e 7 sao curvas integrais de um campo vetorial nao-nulo
X que tém o mesmo contradominio, entao existe uma constante ¢ tal que

7(s) =7(s +¢)

para todo s no dominio de T. Inversamente, se v € uma curva integral de X,
entdo 7(s) = y(s + ¢) também o €, para qualquer constante c.

Dem: Seja f : (a,b) — («, f) uma reparametrizagao, ou seja, uma funcao tal
que 7 =y o f. Entao 7(s) = y(f(s)) para a < s < b. Aplicando a regra da
cadeia, temos

Te(s) = 2(f(5)).fu(s) = ['(s)7(f(s))
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Mas

T(s) = X(7(5)) e 7(t)=X(y(t)) ,paraa<s<be a<t<f

logo,
fls)=1e f(s)=s+c
Inversamente, se f(s) =s+c¢, f'(s) =1 e m(s) = 7(f(9))

Corolario 6 A parametrizacao de uma curva integral fica inteiramente de-
terminada especificando-se seu valor em wm ponto.
10.1.1 Determinacao de curvas integrais

Seja (U, 2') uma carta em E. Para o campo X temos a expressao X = X'0;,
onde X sao funcoes reais definidas em E N U. Considere agora o operador
v« Como campo vetorial, pode também ser escrito

Y(s) = A'(1(s))0;

ou .
T = Ao 7(9@

Por outro lado,
Ye(ah) = A o0z = A’ o6 = Aloy

de maneira que

= (X0,
e, como
d(:pl o)
AN
ou,
d )
Ve = (2" 07)0,

Por outro lado, '
Xovy=X"o~0;
e, comparando, temos
d ) )
(4t = X! 6
L)) o (6)

A curva v serd uma curva integral de X se satisfizer as equagoes de primeira
ordem escritas acima.
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Escrevendo ¢' = z' oy = ¢'(u) = z'(vy(u)) e
Xi=Fi(z',..., 2% ou X' oy = Fi(a'(u),...,2v%u)),

temos )
dg" ,
1 d
%:Fz(g yeoos g )
Exemplos: Seja M = R? com coordenadas = e y, e campos vetoriais correspondentes, 9,
e 0y. Sejam X = 20, +y0y e Y = —y0, + x0, campos vetoriais. As equagOes para as

curvas integrais de X sao:
dr dy

= -
du du
Estas equacoes tém, como solugoes gerais,

Y

xr = Ae*
y = Be"

onde a e B sao constantes arbitrérias. Para que v(0) = (a,b), devemos ter A =a e B =b.

Logo, a curva integral é
v = (ae®, be") .

Essas curvas sao definidas para todo u: diz-se entdo que o campo vetorial é completo.
As equagoes para as curvas integrais de Y sao

dx
du -y (7)
dy
du T (8)

cujas solugoes gerais sao

Acosu + Bsinu

= (Ccosu+ Dsinu

Usando agora as equagoes (7) e (8), temos relagoes entre A, B, C, D, que sao:
A=D B=-C
A curva que comega em (a,b) (v(0) = (a,b)), é

r = acosu—bsinu

y = bcosu+asinu

Para a = b =0 é a curva constante v = (0,0). Nos outros casos é um circulo anti-horério.

Y é completo.
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10.2 Fluxos (“flows”)

Tomemos como exemplo concreto de um campo vetorial o campo da veloci-
dades de um fluido. Neste caso, a trajetéria tragada por uma particula, tendo
como parametro o tempo, é uma curva integral. Ha, contudo, outro ponto de
vista 1util. Pode-se perguntar onde foi parar, transcorrido um determinado
intervalo de tempo, o fluido que ocupava uma certa regiao. Este ponto de
vista conduz a uma nogao puramente matematica associada a um campo
vetorial-o seu fluxo (o térmo usado em inglés é flow).

Seja v, a curva integral do campo vetorial X, definido em E C M, que
comeca em m € F. O fluxo deste campo vetorial X é a colecao de aplicagoes

{ps: E— M :s € R}

definidas por
Us(m) = Vm($>

para cada m € E. Assim, m e us(m) estdao sempre sobre a mesma curva
integral de X, e a diferenga de valor do parametro entre m e us(m) é s.
Em outras palavras, s é o mapeamento que leva cada ponto ao longo da
curva integral a uma nova posicao, com um incremento de s no valor do
parametro.E evidente que po : E — M é a identidade, pois to(m) = vm(0) =
m. O fluxo de uma campo vetorial X fornece tanta informacao quanto a
totalidade das curvas integrais de X.

Um grupo a um parametro é uma cole¢ao de objetos {y : s € R} munida
de uma operagao“ o” tal que pg oy = sy € tal que existe ¢ > 0 para o qual
0s fis com —c < s < ¢ sao todos distintos.

Exemplos:
(1) Os ntimeros reais ps = s, sendo o = +.

Hs Ot =S+ 1= sty

A condigao ¢ satisfeita para qualquer c.
(2) O circulo dos niimeros complexos, pus = e*®, sendo o = Xx.

psopy =€ xel =t =y,

Aqui,c=7

Proposicao 5 O fluzo {us} de um campo vetorial diferencidvel completo X
que nao € identicamente zero € um grupo a um parametro sob a operacao de
COMPOSi¢ao.
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Dem.: Ver [3], pg.125.

Proposicao 6 Seja {ps} o fluxo de um campo vetorial C*° X. A funcdo F,
definida em uma subvariedade aberta de M x R por

F(m,s) = ps(m)

¢ C*. Em outras palavras, ps(m) € uma funcio C* tanto de m quanto de
s.

Dem.: Ver [3], pg.127.

Problema: (a) Se {ps} é o fluxo de 91 e {6,} é o fluxo de 05, mostre que
Hs © Ht - et O Us

para todo s e t.
(b) Sejam X e Y campos vetoriais com fluxos {us} e {6;} respectivamente, e tais que

/J/soetzeto,us

pata todo s e t. Se X(m) e Y (m) sao linearmente independentes, mostre que hé coorde-

nadas em m tais que X = 01 e Y = 05 no dominio da carta.

11 Derivadas de Lie

Seja X um campo vetorial C* definido em E C M, seja {pus} o fluxo de X
e seja m € E. Da definicao de s, segue que ela tem um inverso, dado por
i—s. Em conseqgencia, para cada s para o qual ugs(m) é definida, g é um
isomorfismo de M, — M., (s, onde v,(s) = ps(m).

Seja {e;} uma base de M,,. {us.e;} é entdo uma base de M, (5. Os
vetores E;(s) = ps.e; formam uma base para todos os espacos tangentes em
pontos da curva integral, bastando tomar o valor apropriado de s. Dizemos
que os FE; formam uma base mével (moving frame) ao longo de +.

Seja V um campo vetorial definido em uma vizinhanca de m. As com-
ponentes de V(7(s) em relacdo base {E;(s)} serdo denotadas por V, e sdo
funcoes de s. Considere as fungoes

dVe
U =
ds

e o campo vetorial cujas componentes, nas mesmas bases, sejam U®(s). Este
campo vetorial é a derivada de Lie, em relacao ao campo vetorial X, do
campo vetorial V', e é denotado por U = LxV. Para campos escalares,
definimos: Lxf = X(f).
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A definicao de derivada de Lie em relacao a X pode ser estendida a
qualquer tensor, desta forma:

Seja T' um campo tensorial definido em uma vizinhanga de m. A partir
dos E; posso formar, tomando o produto tensorial apropriado, bases para o
espaco tensorial ao qual pertence T, em cada ponto de . As componentes
de T'(y(s)) em relagdo as bases construidas com os E;(s) serdao denotadas
por T%, onde o agora nao é um indice, mas uma cole¢cao de indices. Estas
componentes sao fungoes de s. Considere as fungoes

dVe
Ue =
ds

e o campo tensorial cujas componentes, nas mesmas bases, sejam U®(s).
Este campo tensorial é a derivada de Lie, em relacao ao campo vetorial X,
do campo tensorial T', e é denotada por LxT.

Problema: Mostre que a defini¢do dada nao depende da particular escolha de base {e;} de
M,,. A solugdo completa estd em [3], pg.129.

Proposicao 7 (a) Se T é um campo tensorial, LxT € um campo tensorial
de mesmo tipo que T

(b) LxT tem as mesmas propriedades de simetria que T

(C)LX ¢ aditiva: Lx(S+T) == LXS+ LxT

(A)Lx(S®@T)=(LxS)®@T+ S® LxT

(e) Seja X = 0y Entao, (Lp,T)" = 0,T*, onde o é uma colegdo de indices.

(a), (b), (c) e (d) s@o triviais. Vamos demonstrar (e).
Seja {ps} o fluxo de 9;. Como as curvas integrais de 0 satisfazem as equagao

da!
— =1 9
s (9)
dx’
= 0 para:>1 10
temos
S R
2 _ 2
= &
para a curva integral que comeca em m = (c!,...,c?). Entao u, é uma

translacao de z! pelo valor s, com as demais coordenadas mantidas fixas.
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Sejam 0;(m) os vetores da base escolhida em M,,. Vamos construir a base
movel, dada por g (m)0; = ps0;(m). Dada uma funcao real qualquer f,
temos

,us*(al(m))f = 8i(foﬁ55(m)>
= 0i(f oym(8)) = (0if )ym(s)

ou seja,

Ms*ai = az
Portanto, a base mdével é, neste caso, a propria base natural formada pelo
campo 0;, e as componentes do tensor 7' sdao as componentes usuais, em
relacao a base das coordenadas. A definicao diz que

dTe
LyaT) =
(La,T) s

Mas, das equacoes (9),

dre  oT* d_ml o1~
ds Ozl ds  Ox!

ou
(Lo, T)* = 04T

Para esclarecer melhor a definicao de derivada de Lie, vamos escrever em detalhe o processo
de sua construgao no caso particular de um campo vetorial V. No ponto m, associado ao
valor s do parametro, temos

V(0) = V'(0)e
ps:V(0) = VY(0)pusie; = V'(0)E;i(s)
Por outro lado, ‘
V(s) = V(pus(m)) = V*(s) Ei(s)

Os vetores 5.V (0) € V(us(m)) podem ser subtraidos, pois pertencem ao mesmo espago
vetorial, M, (,n). Seja entao

Vips(m)) = prsx(m)V(0) Vi(s) = V*(0)

lim = lim E;(0)
s—0 S s—0 S
av?
= KEi(O)
Logo,
LV =t V)~ s )V (0
S5— S

onde V(0) =V (s =0) =V(m).
Esta construcao pode ser usada para qualquer campo tensorial.
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Problema: Seja {us} o fluxo do campo vetorial X. Mostre que ps. X (m) = X(us(m)), e
que, em conseqencia, Lx X = 0.

Solucao: Seja f : M — N uma funcgao diferenciavel. Como sabemos, existe f. : M,, —
Ny(m)- Seja X definido numa vizinhanga aberta de m € M. Como se calcula f,(X(m))?
Uma maneira é a seguinte:

(a) Acho uma curva 7 passando por m e tal que y,(c) = X (m).

(2)f«(X(m)) é o vetor tangente & curva f o+ no ponto f(m). No nosso caso, temos:
(1)A curva v tal que sua tangente em m é X (m) é a prépria curva integral de X, v,,(s) =
fs(m).

(2) A imagem da curva integral por us(m) é a prépria curva integral, com o pardmetro
acrescido de s. Mas o vetor tangente & curva integral em s é X (us(m)). Logo,

o ()X = X (m) = X (py(m)

Em conseqencia,

LxX = 21_1)1(1) (X (ps(m)) — psx X (m)) =0

Teorema 8 Seja X um campo vetorial, T um campo tensorial, x* coorde-
nadas e 0; os campos vetoriais coordenados aelas associados. X' = X (z*)
sdo as componentes de X, e T as de T. Entdo as componentes de LxT

~ J1--Js
Sao:
1.0 _ 010y 21— 1hla+1 K -
(LXT)]I g = XT3 § :Th Js X
s
010y . h
+ Zj}1~'~ja71hja+l~--jsajaX (11)
a=1
Exemplo:

(LxT), = XT] — T[op X" + T;,0, X"
Demonstracao: consiste num truque. primeiro, constrio um sistema de co-
ordenadas y' em m tal que X = 8%1- (é sempre possivel: vide ([3]), teorema
3.5.1). Neste sistema a solugdo é conhecida. Dela obtenho a solu¢ao num

sistema arbitrario usando as férmulas de transformacao.
No sistema de coordenadas y*, as componentes de U = LxT sao

B o (y)T;

B ox’
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Assim,

i k 7 k
@i = 970 ypn 970"

= = )T
T Oyk Oxd k oy* Ox7 ( ¢)
_ Ox' 8_yk x [ @99 oYk Oz
Oyk O 9 Hap Oyk

Como X é um operador diferencial, temos

% ( x)Tpayh 8xq) oy* Oz _ X (@) oy" 0z OyF 02’

T 0xP Qyk ) Oxd Oyt OxP Qyk dxd Oyh
oy" 021\ Oy* Oz’
(@) p x
LY (axp ayk) D3 Oy
= A+B

A = X(m) =X ()

q

h\ 0z 0y* Oz’ 0z?\ Oy" Oy* Oz’
— @7pry Yy r oy + @Opryx Yy 9y
B L ( ) k Qxd ay e oyk ) OxP OxI Oyh
ox ox? dy
— P q (x)p i
TX( )5jayh+ TX(ay)épax]

= i (o) + 1 (56

(B2 - x(22)-2x(2)
oxk | oyk oxk Oyk oxk oyk
; 8y 0 Ox'
= X (5p) P 5y1 0y
oyt 0 0
OxP dyh oyl
0X?
 OxP

B = @fr <_3X2> + (cc)Tian

OxP 191

Mas

Entao

@ = x ( ( )T-) )Tpaxp + ( )Tq o
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Corolario 7
Lxyy =Lx+ Ly

Problema: para um campo escalar f, mostre que
Lxdf =d(Xf)

Solugao:

(Lxdf); = X(df:)+ (df)ndiX"

df = 0;f dz’

(Lx df);, = X(0;f)+ (Onf)oi X"
X70;(0f) + (OnS)0: X"
X70;0;f + (05 f)0; X7
0; (Xjajf)
= %(X/[)

Logo, Lx df = d(Xf).

Problema: Sejam X, Y campos vetoriais, e # uma 1-forma. Mostre que

X(Y,0) = (LxY,0) + (Y, Lx0)
Solugdo: Se V' é um campo vetorial e 7 uma 1-forma, temos

(V,0) = (V'9;,0; da’) = V'0,;6] = V'0;
Logo,
X(Y,0) = X (Y'0;) = (XY") 0; + Y'X(0;) = (X79;Y") 0; + Y'X70;0;
(LxY,0) = (LxY)"0; = (XY* = Y"0,X") 6, = X7(3;Y")0; — Y7 (9; X"

(Y,Lx0) =Y"(Lx0), =Y" (X0, +0;0,X7) =Y" (X70;0; + 0,0, X7) = Y'X70;0,+Y"0,;0, X7

Somando-se as duas ultimas obtém-se o resultado.

Problema: Para campos vetoriais X e Y e campo escalar f,
(LxY)f=XYf-YXf
Solugdo: basta, no problema anterior, colocar 6 = df.

(LxY, df) + (Y, Lx(df)) = X(Y,df)

Ora,
(Y, df) = df(Y)=Y(f)
(LxY,df) = df(LxY)=LxY(f)
Lxdf = d(Xf)
(Y,Lx(df)) = (Y,d(XF))=d(Xf)(Y)

Y(X(f)) =YX(f)
LxY(f)+YX(f) = XY(f)
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Em consegencia,
L.Y=XY-YX

Ly X =—-LxY

11.0.1 Derivada de Lie no formalismo classico

Na formulagao classica, um campo vetorial é caracterizado pela sua lei de
transformacao

oz’
-~ Oxl
Suponhamos que as coordenadas z’ e x sejam ligadas por uma transformacao
infinitesimal

A,i(l’/) Al(l’)

$/i — Ii +fl($)

onde £'(x) sao as componentes de um campo vetorial “pequeno”. Temos

a0 T o
e, entao, '
o0&

A2y = Al(x) + == Al(z) (12)

oxt
Por outro lado, usando Taylor e conservando s6 até a primeira ordem em &°,
temos

Ay = A'Yz)+ (2 — 2)'9,A'(x) (13)
Ai(xl) = Ai(z) + A (x) (14)

Combinando (12) e (14), temos
&

A'i(0) + €AY (r) = Al(e) + 5o Ala) (15)
ou, definindo a variagao de forma
SA(x) = A'H(z) — Al(x), (16)

Lembrando que
go=¢

temos

SAi(z) = — (gAi(q;) A gil)
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ou

ou, finalmente,

0A (z) = — (LeA)’

§A=—LA
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12 Formas diferenciais

Uma p-forma (ou forma diferencial de grau p) é um campo tensorial C'*
antissimétrico de tipo (0,p). Uma O-forma é uma fungao real ¢*°. Sobre um
campo vetorial V' de dimensao d nao ha p-formas com p > d.

Se as coordenadas sao !, os dz’ sao uma base local para 1-formas: toda
1-forma pode ser localmente expressa como f;dz’, onde os f; sao funcoes
reais C*°. Por meio do produto exterior criam-se, a partir dos da?, bases
para todos os tipos de p-formas. Por exemplo, {dz’ Adz? : i < j} é uma base
local para 2-formas; dz' A ... A dz? é uma base local para d-formas.

A seguinte convengao sera usada no estudo das p-formas:

A(1yi)dx™ A dx™ = arpdz’ A da® + arzdz’ A da® + agzda® A da®

ou seja, quando a lista de indices estiver entre parénteses, a soma deve
ser feita sobre todas as seqencias crescentes de valores dos indices. Por
componentes de uma p-forma entendemos suas componentes em relagao a
base de indices crescentes, e nao em relacao & base tensorial {dz"' ®. ..®dx'"}.

Problema: (a) Mostre que a regra para calcular a agdo das formas de base sobre campos
vetoriais de base é:

dx“ /\.../\dxip (8j1,...,8jp) = l(;“ .. (Sip

pl T

onde i1,...,i, € ji,...,Jp s30, ambas, seqencias crescentes de indices.

(b)Se 9“___2-1) sao as componentes de uma p-forma 6, mostre que

1
G(Gjl, ey 8]',,) = ljghlp

12.1 Derivada exterior
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